Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Łĺšăěć; ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

9 ńěłűĺ£ (09/04/98)

1. Łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż

Ňż ğăłőŋůĺńĺ ś ťőřňăńĳŋżň ććěďěŋĺěň ĺ šěŕěřĳ ŕěřěľďěň ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ăńčőřĺšňőć, śşźěśšćěŋŋő ĺśŕőńĳğş¿źĺţ łćăŋšőćżě śćőľśšćă ććěďěŋŋőľ ňőďěńĺ ćżůĺśńěŋĺľ.

Ğăďăůă. Ĺňěěšś£ ůĺśńő q, ğăŕĺśżćă¿źěěś£ ŋě ąőńěě, ůěň n ąĺšăňĺ (1 ≤ q < 2^n) ĺ ůĺśńő a šăłőě,

ůšő a < q, ŋőď(a; q) = 1 (ğďěśĳ ŋőď őąőğŋăůăěš ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ). Ŋşęŋő ŋăľšĺ ŕěřĺőď a őšŋőśĺšěńĳŋő q, š. ě. šăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő t, ůšő a^t ≡ 1 (mod q).

Ŕěřĺőď ůĺśńă ąşďěň őąőğŋăůăšĳ per_q(a).

Ćŋăůăńě ŋěśłőńĳłő łőňňěŋšăřĺěć ŕő ŕőćőďş śăňőľ ğăďăůĺ. Ćżůěšż, ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ś q, őąřăğş¿š čřşŕŕş. İšő ŕőůšĺ őůěćĺďŋő; ťăłšĺůěśłĺ, ŋşęŋő ďőłăğżćăšĳ šőńĳłő śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă. Őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš ňőęŋő ŋăľšĺ, ŕőńĳğş£śĳ ćăřĺăŋšőň ăńčőřĺšňă Ěćłńĺďă, łőšőřżľ ĺźěš řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ xa + yq = 1 ć űěńżţ ůĺśńăţ: ĺğ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő x = a^{−1} (mod q). Ŋăŕőňŋĺň šăłęě, ůšő ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ŕőńĺŋőňĺăńěŋ, łăł ĺ ćőğćěďěŋĺě ůĺśěń ć śšěŕěŋĳ (ćřěň£ őčřăŋĺůěŋő śšěŕěŋĳ¿ őš ďńĺŋż ćţőďă). Ŕőśłőńĳłş čřşŕŕă ćżůěšőć, ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś q, łőŋěůŋă, łăęďżľ ěě ¡ńěňěŋš ĺňěěš łőŋěůŋżľ ŕőř£ďőł (¡šő ĺ ěśšĳ ŕěřĺőď ůĺśńă őšŋőśĺšěńĳŋő q). Ąőńěě šőčő, ŕőř£ďőł ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă ŋě ŕřěćőśţőďĺš q.

Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ś łńăśśĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ğăďăů őŕřěďěńěŋĺ£ ŕěřĺőďă ¡łćĺćăńěŋšŋă ŕő śńőęŋőśšĺ ğăďăůě ťăłšőřĺğăűĺĺ űěńżţ ůĺśěń. Ŕőśńěďŋ££ ğăďăůă śůĺšăěšś£ śńőęŋőľ ŋăśšőńĳłő, ůšő ŋă ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ ő ěě śńőęŋőśšĺ őśŋőćżćă¿šś£ ăńčőřĺšňż łřĺŕšőčřăťĺĺ, ĺśŕőńĳğşěňżě ŋă ŕřăłšĺłě.

Ňż ŕőśšřőĺň łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ő ŋăţőęďěŋĺĺ ŕěřĺőďă ůĺśńă.

Őśŋőćŋă£ ĺďě£ ăńčőřĺšňă

Řăśśňőšřĺň őŕěřăšőř U_a : |x⟩ → |ax (mod q)⟩ (őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ćżůěšă ŋă a, ŋőď(a; q) = 1). İšőš őŕěřăšőř ŕěřěśšăćń£ěš ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ŕřĺ 0 ≤ x < q, ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŋă őśšăńĳŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż őŋ ďěľśšćşěš šőęďěśšćěŋŋő, U_a : |x⟩ → |x⟩, ŕřĺ x ≥ q.

Ŕőśłőńĳłş ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ćżůěšőć ěśšĳ őążůŋă£ ąşńěćă śţěňă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő | O(n^2) | řăğňěřă, šő śşźěśšćşěš ĺ łćăŋšőćă£ śţěňă ŕřĺňěřŋő šăłőčő ęě řăğňěřă (ĺśŕőńĳğş¿źă£ ŋăŕřőłăš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě řěčĺśšřż, łăł ¡šő őąž£śŋ£ńőśĳ řăŋĳÿě).

Ŕěřěśšăŋőćłă, łőšőřş¿ ğăďăěš őŕěřăšőř U_a, řăğąĺćăěšś£ ŋă űĺłńż. Űĺłń, śőďěřęăźĺľ a, śőďěřęĺš ĺ 1 (ŕőśńě per_q(a) − 1 ÿăčőć ňż ŕőŕăďăěň ĺğ a ć 1). Ăńčőřĺšň, ő łőšőřőň ŕőľďěš řěůĳ, ŋăůĺŋăěš ś śőśšő£ŋĺ£ |1⟩ ĺ ŕřĺňěŋ£ěš ŋěňş őŕěřăšőř U_a ŕő ňŋőčş řăğ. Ŋő ğă ŕřěďěńż őřąĺšż a (űĺłńă ŕěřěśšăŋőćłĺ, łőšőřőňş ŕřĺŋăďńěęĺš a) ňż šăłĺňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ŋě ćżľďěň. Ŕő¡šőňş řăśśňőšřĺň őčřăŋĺůěŋĺě őŕěřăšőřă U_a ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě őřąĺšőľ a.

Śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ďń£ U_a : –_k = e^{2πi·k/t}, čďě t | ŕěřĺőď.

Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřă ďń£ U_a : |_k⟩ = 1√ t t−1∑ m=0 e^{−2πi kmt} |a^m⟩.

Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋăŕĺśăŋŋżě ćěłšőřă ďěľśšćĺšěńĳŋő śőąśšćěŋŋżě, ńěčłő. Ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő şňŋőęěŋĺě ŋă a ŕřĺćőďĺš ł śďćĺčş ĺŋďěłśőć ć śşňňě. Ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ŕěřěňěŋŋş¿ śşňňĺřőćăŋĺ£, ůšőąż şśšřăŋĺšĳ ¡šőš śďćĺč, ŕőńşůĺň ňŋőęĺšěńĳ e^{2πi·k/t}.

Ěśńĺ ąż ňż ňőčńĺ ĺğňěř£šĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă U_a, šő ŕőńşůăńĺ ąż ůĺśńă k=t. Śŋăůăńă řăğąěřěň, łăł ¡šő ňőęěš ŋăň ŕőňőůĳ ć ŋăţőęďěŋĺĺ ŕěřĺőďă.

Ŕşśšĳ ş ŋăś ěśšĳ ňăÿĺŋă M, łőšőřă£ ŕřĺ łăęďőň ğăŕşśłě ćżďăěš ŋăň ůĺśńő k=t, čďě t | ĺśłőňżľ ŕěřĺőď, ă k | řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋőě ŋă ňŋőęěśšćě {1; : : : ; t − 1} śńşůăľŋőě ůĺśńő. Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő k=t ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ k^′=t^′ (ěśńĺ ąż ňăÿĺŋă ćżďăćăńă ůĺśńő ć ćĺďě k=t, šő ćőőąźě ŋě ążńő ąż ŕřőąńěň).

Ŕőńşůĺć ŋěśłőńĳłő ďřőąěľ šăłőčő ćĺďă k^′_1=t^′_1; k^′_2=t^′_2; : : :; k^′_l=t^′_l, ňőęŋő ś ąőńĳÿőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋăľšĺ ůĺśńő t, ŕřĺćőď£ ¡šĺ ďřőąĺ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿.

Ńěňňă. Ěśńĺ ŕőńşůěŋő l ďřőąěľ, šő ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě ĺţ

ğŋăňěŋăšěńěľ őšńĺůŋő őš t ňěŋĳÿě 3 · 2^{−l}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďřőąĺ k^′_1=t^′_1; : : :; k^′_l=t^′_l ŕőńşůă¿šś£ śőłřăźěŋĺěň ďřőąěľ k_1=t; : : :; k_l=t (š. ě.

k^′_j =t^′_j = k_j =t), čďě k_1; : : :; k_l | ŋěğăćĺśĺňő řăśŕřěďěńěŋŋżě śńşůăľŋżě ůĺśńă. Ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ¡šĺ ůĺśńă ążńĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šőčďă ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě t^′_1; : : :; t^′_l ąşďěš řăćŋő t.

Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő k_1; : : :; k_l ĺňě¿š őąźĺľ ŕřőśšőľ ďěńĺšěńĳ p, ŋě ąőńĳÿě, ůěň 1=p^l. Ŕő¡šőňş ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůĺšĳ ŋě t ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ∞∑ k=2 1 k^l

< 3 · 2^{−l} (¡šă śşňňă ğăćěďőňő ćłń¿ůăěš ć śěą£ ćśě ŕřőśšżě, ňěŋĳÿĺě t). �

Šěŕěřĳ ąşďěň śšřőĺšĳ ňăÿĺŋş M. Őŋă ďőńęŋă śőďěřęăšĳ śţěňş, ĺğňěř£¿źş¿ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă U_a. Šőůŋěě čőćőř£, ŋăň ŋşęěŋ őŕěřăšőř U_∗ : |q; a; x⟩ → |q; a; ax (mod q)⟩, ěśńĺ ŋőď(a; q) = 1. Łăł őŕěřăšőř U_∗ ďěľśšćşěš ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ, ŋěćăęŋő. Ěčő ňőęŋő ďőőŕřěďěńĺšĳ ń¿ążň ćżůĺśńĺšěńĳŋő šřĺćĺăńĳŋżň śŕőśőąőň. Ŋă śăňőň ďěńě, ćśě ŕřĺćěďěŋŋżě řăŋěě řăśśşęďěŋĺ£ őą ĺňĺšăűĺĺ łńăśśĺůěśłĺţ śţěň łćăŋšőćżňĺ śőţřăŋ£¿š śĺńş ĺ ďń£ ĺňĺšăűĺĺ śţěň, ćżůĺśń£¿źĺţ ůăśšĺůŋő őŕřěďěńěŋŋżě ťşŋłűĺĺ.

Őąőğŋăůĺň L_k = (|_k⟩) (ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě |_k⟩), šőčďă ĺśłőňă£ śţěňă ďőńęŋă

ćżůĺśń£šĳ ĺğňěř£¿źĺľ őŕěřăšőř W =^{t−1} ∑ k=0 V_k ⊗ ˝_{Lk} ś őŕěřăšőřăňĺ V_k ćĺďă |0⟩ → ∑ y,z c_{y,z} |y; z⟩, čďě y | ŋěłőšőřă£ ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ, ă z | ňşśőř. (Śšřőčő čőćőř£, ňż ďőńęŋż ŋăŕĺśăšĳ

W =^{t−1} ∑ k=0 V_{q,a,k} ⊗ ˝_{Lq,a,k} . Őďŋăłő q ĺ a ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ ćśěčő ćżůĺśńěŋĺ£ ŋě ňěŋ£¿šś£, ŕő¡šőňş

ĺţ ňőęŋő őŕşśłăšĳ ć ĺŋďěłśăţ). Ŕřĺ ¡šőň ďń£ şśńőćŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő P ( k t | | | k )_{def} = ∑ z | | | ⟨ k t ; z | |V_k | |0 ⟩| | | 2 > 1 − ";

čďě k t őąőğŋăůăěš ŋěśőłřăšĺňş¿ ďřőąĳ, ŕřěďśšăćń£¿źş¿ řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő k=t.

Ŕőśšřőěŋĺě šăłőľ ĺğňěř£¿źěľ śţěňż ďőćőńĳŋő śńőęŋőě, ŕő¡šőňş ćŋăůăńě őąž£śŋĺň, łăł ĺğ ŋěě śšřőĺšś£ ňăÿĺŋă M. Ćőğĳňěň śőśšő£ŋĺě |1⟩ ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő. Ŕř£ňőě ćżůĺśńěŋĺě

(řěłőňěŋďşěšś£ ěčő ŕřőďěńăšĳ) ŕőłăğżćăěš, ůšő |1⟩ = 1 √ t t−1∑ k=0 |_k⟩. İšő řăćěŋśšćő čăřăŋšĺřşěš řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ůĺśńĺšěńěľ ďřőąěľ. Ŕřőćěďěň ĺğňěřěŋĺě ć ¡šőň śőśšő£ŋĺĺ, šőčďă ŕő ťőřňşńě ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ ŕőńşůăěň

P^(W (|0⟩ ⊗ |1⟩); y^) =^∑_k P(y^|k) P(|1⟩; L_k):

Ćěřő£šŋőśšĺ ćśěţ |_k⟩ řăćŋż: P(|1⟩; L_k) = |⟨_k|_k⟩|^2 = 1=t, ă şłăğăŋŋőě ćżÿě śćőľśšćő şśńőćŋżţ

ćěřő£šŋőśšěľ čăřăŋšĺřşěš ŋăň, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 − " ąşďěš ŕőńşůăšĳś£ kt . Łăł ąşďěš ćĺďŋő

ć ďăńĳŋěľÿěň, ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ W ňőęŋő śďěńăšĳ " śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ.

Şśńőćŋő řăąőšş ňăÿĺŋż M ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě šăłőčő ŕřőűěśśă:

|1⟩ −→ śńşůăľŋżľ ćżąőř k (ąőč, ĺčřă¿źĺľ ć łőśšĺ) |ξk⟩ −−→ ĺğňěřěŋĺě W � �Œ J Ĵ - y ≠ k t } < " k t } > 1 − "

Ŕőśšřőěŋĺě ĺğňěř£¿źěčő őŕěřăšőřă

Šěŕěřĳ ąşďěň śšřőĺšĳ ĺğňěř£¿źĺľ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă U_a őŕěřăšőř. Ć śĺńş ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě śőőąřăęěŋĺľ ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ ĺğşůěŋĺěň ďěľśšćĺ£ ¡šőčő őŕěřăšőřă ŋă ćţőď |_k⟩. Ďěľśšćőćăšĳ ąşďěň ć šřĺ ŕřĺěňă.

1) Ĺźěň ĺŋťőřňăűĺ¿ ő –_k = e^{2πiφk} , ’_k =^k_t (mod 1).

2) Ńőłăńĺğşěň ğŋăůěŋĺě ’ ś ŋěąőńĳÿőľ šőůŋőśšĳ¿. Śăňőě ćřěň£ ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ćő ćśěţ ŕřĺćőďĺňżţ řăśśşęďěŋĺ£ţ ěśšĳ ďćă ŕăřăňěšřă: ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ " ĺ šőůŋőśšĳ ‹. Ňż ŕőńşůăěň ŋěłőšőřőě ůĺśńő łăł řěğşńĳšăš ĺğňěřěŋĺ£ ĺ ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ şśńőćĺě Prob[|z − ’_k| > ‹] < ". Ŋă ďăŋŋőň ÿăčě ŋăś şśšřőĺš ŋěąőńĳÿă£ šőůŋőśšĳ, śłăęěň ‹ = 1=8.

3) Ďăńěě ŋşęŋő şćěńĺůĺšĳ šőůŋőśšĳ. Ŋěőąţőďĺňő şňěšĳ őšńĺůăšĳ ďřşč őš ďřşčă ůĺśńă ćĺďă ’ = k=t, čďě 0 ≤ k < t < 2^n. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ k_1=t_1 ≠ k_2=t_2, šő | |_{k1t1} −_{k2t2} | | >_{1t1t2} >_{122n} .

Ŕő¡šőňş, ğŋă£ ğŋăůěŋĺě ’_k = k=t ś šőůŋőśšĳ¿ 1=2^{2n+1}, ňż ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ ěčő ăąśőń¿šŋő šőůŋő (ć ćĺďě ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ). Ůšőąż ďěńăšĳ ¡šő ¡ťťěłšĺćŋő (ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£), ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ăńčőřĺšň űěŕŋżţ ďřőąěľ.

1) Łăł ŕőńşůăšĳ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő śőąśšćěŋŋőň ůĺśńě

Ć ŕřőÿńżľ řăğ ążń ććěďěŋ őŕěřăšőř ¨(U_a) = (S ⊗ id)~(U_a)(S ⊗ id), čďě S = 1 √ 2 ( 1 1 1 −1 ) . Śńőęŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ~(U_a) ŕőůšĺ šăłă£ ęě, łăł ĺ U_a (ňż şęě řăśśňăšřĺćăńĺ řěăńĺğăűĺ¿ šăłő-

čő őŕěřăšőřă). Őŕěřăšőř ¨(U_a) | ĺğňěř£¿źĺľ, ¨(U_a) = ∑ k V_{k,a}⊗˝_{Lk} , V_{k,a} =^1_2 ( 1 + –_k 1 − –_k 1 − –_k 1 + –_k ) . Ğăŕĺÿěň ďěľśšćĺě ¡šőčő őŕěřăšőřă 0 |_k⟩^{Ξ(Ua)}−−−→ 1 + –_k 2 |0⟩ + 1 − –_k 2 |1⟩ |_k⟩ Š. ě. P(0 | k) = | | | 1 + –_k 2 | | | 2 = 1 + cos(2ı’_k) 2 (ŋăŕőňŋĺň, ůšő –_k = e^{2πiφk} ).

Ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ěźě ĺ őŕěřăšőř ¨(iU_a). Ěčő šăłęě ŋěšřşďŋő řěăńĺğőćăšĳ. Řěăńĺğăűĺ£, ĺğőąřăęěŋŋă£ ŋă

ćřěğłě, ĺśŕőńĳğşěš őŕěřăšőř K = ( 1 0 0 i ) , łőšőřżľ šăł-

ęě ążń ćłń¿ůěŋ ć ůĺśńő ąăğĺśŋżţ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě. Őąćěďěŋŋżľ ťřăčňěŋš řěăńĺğşěš őŕěřăšőř ~(iU_a). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, K şňŋőęăěš ŋă i šőńĳłő |1⟩, ŋő łăł řăğ ć ¡šőň śńşůăě ŕřĺňěŋ£ěšś£ őŕěřăšőř U_a (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăšőřă ~(U_a)). Ďń£ őŕěřăšőřă ¨(iU_a)

şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ řăćŋż P(0 | |k) = 1 − sin(2ı’^k) 2 . 2) Łăł őűěŋĺćăšĳ ćěřő£šŋőśšĺ

Ůšőąż őűěŋĺšĳ ćěřő£šŋőśšĺ, łőšőřżě ŕřĺćěďěŋż ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě, ňż ąşďěň ŕřĺňěŋ£šĳ őŕěřăšőřż ¨(U_a) ĺ ¨(iU_a) ł řăğńĺůŋżň \ŕřĺąőřăň" (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň q-ąĺšăň). Řăśśşęďěŋĺ£ őďĺŋăłőćż ďń£ őąőĺţ őŕěřăšőřőć, ŕő¡šőňş őčřăŋĺůĺňś£ śńşůăěň ¨(U_a).

Ş ŋăś ěśšĳ \łćăŋšőćżľ" řěčĺśšř A, ć łőšőřőň ŋăţőďĺšś£ |_k⟩ (ŋă śăňőň ďěńě, šăň ćŋăůăńě ążń |1⟩, ă ŕőšőň ŕřĺ ďěľśšćĺ£ţ ňŋőčőůĺśńěŋŋżţ őŕěřăšőřőć ćĺďă ¨(U_a) ŕőńşůăěšś£ ŋěłőšőřőě ğăŕşšăŋŋőě (entangled) śőśšő£ŋĺě, ŋő ňż řăśśňăšřĺćăěň |_k⟩ ŕő őšďěńĳŋőśšĺ; ¡šő łőřřěłšŋő ć śĺńş ćĺďă ĺğňěř£¿źěčő őŕěřăšőřă). Ğăćěďěň ąőńĳÿőě łőńĺůěśšćő s ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ řěčĺśšřőć ďńĺŋőľ ć 1 ąĺš. Łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ řěčĺśšřőć ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ŕřĺňěŋěŋĺ£ őŕěřăšőřă ¨(U_a).

Łăł ążńő ďőłăğăŋő ŋă ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ, şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ć šăłőň śńşůăě ŕěřěňŋőęă¿šś£. Ďń£ őŕěřăšőřă^s ∏ r=1 ¨(U_a)[r; A] şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ąşďşš řăćŋż P(y_1; : : :; y_s | k) = s∏ r=1 P(y_r^|k), ğďěśĳ ůěřěğ y_r őąőğŋăůěŋő ğŋăůěŋĺě ć r-šőň ąĺšě.

Ďăńĳŋěľÿĺě ďěľśšćĺ£ ąşďşš łńăśśĺůěśłĺňĺ ś ąĺšăňĺ, ć łőšőřżţ ğăŕĺśăŋż řěğşńĳšăšż \¡łśŕěřĺňěŋšőć". Ŕőśłőńĳłş şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěňŋőęă¿šś£, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ş ŋăś ěśšĳ \łřĺćă£" ňőŋěšă, ĺ ňż őűěŋĺćăěň ćěřő£šŋőśšĳ ćżŕăďěŋĺ£ 1 ŕőśńě śěřĺĺ ĺśŕżšăŋĺľ Ąěřŋşńńĺ.

Ěśńĺ ňőŋěšă ąřőÿěŋă s řăğ, šő őűěŋłőľ P(1 | k) śůĺšăěň ůăśšőšş ćżŕăďěŋĺ£ 1 ć ¡łśŕěřĺňěŋšě: ( ∑ y_r )=s. Ś łăłőľ šőůŋőśšĳ¿ ćěřŋă šăłă£ őűěŋłă? Ĺğ šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ ĺğćěśšŋő, ůšő ŕřĺ

ğăďăŋŋőň ‹ ćżŕőńŋěŋő Prob [| | | ∑_s r=1 y_r s − P(1^|k) | | | ] < 2e^{−c(δ)s}, ŕřĺ ŋěłőšőřőň c(‹) > 0. İšő ŕőłă-

ğżćăěš, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň ‹ ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ćěřő£šŋőśšĺ őÿĺąłĺ " ğă O(| log "|) ĺśŕżšăŋĺľ.

Ĺšăł, ňż ŋăşůĺńĺśĳ ŋăţőďĺšĳ ś ŋěłőšőřőľ šőůŋőśšĳ¿ ‹ śĺŋşś ĺ łőśĺŋşś őš ’_k. Šěŕěřĳ ŕőďąěřěň ‹ šăłĺň, ůšőąż ğŋăůěŋĺě ’_k ňőęŋő ążńő şśšăŋőćĺšĳ ŕő ğŋăůěŋĺ£ň śĺŋşśă ĺ łőśĺŋşśă ś šőůŋőśšĳ¿ 1=8. İšĺň ňż ďőśšĺčăěň ćšőřőľ ĺğ ŕőśšăćńěŋŋżţ ćŋăůăńě űěńěľ.

3) İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋő šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń

Ďń£ şćěńĺůěŋĺ£ šőůŋőśšĺ ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ őďŋş őśőąěŋŋőśšĳ řăśśňăšřĺćăěňőčő őŕěřăšőřă, ă ĺňěŋŋő (U_a)^b : |x⟩ → |a^bx⟩ = U_ab |x⟩. Ůĺśńă ňż ňőęěň ążśšřő ćőğćőďĺšĳ ć śšěŕěŋĳ, ă őŕěřăšőřż, ćőőąźě čőćőř£, | ŋěš. Ŋő őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő U_a őąńăďăěš šěň ŕřĺ£šŋżň śćőľśšćőň, ůšő ěčő śšěŕěŋĺ ňőčşš ążšĳ ŕőńşůěŋż ¡ťťěłšĺćŋő (śţěňőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řăğňěřă). Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ćőğćěśšĺ ć śšěŕěŋĳ ůĺśńő a, ă ŕőšőň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕőńşůěŋŋżľ řěğşńĳšăš łăł ŕăřăňěšř ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ őŕěřăšőřă U_ab . (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ňż ĺňěěň ďěńő ś őŕěřăšőřőň U_∗, łőšőřżľ śőďěřęĺš ć śěąě U_d ďń£ ćśěţ d śřăğş).

Ćěřŋěňś£ ł śţěňě ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă. Ňż ŋăţőďĺńĺ śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő –_k = e^{2πiφk} ďń£ ŋěłőšőřőčő śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă |_k⟩. İšőš ęě ćěłšőř őśšăŋěšś£ śőąśšćěŋŋżň ĺ ďń£ ń¿ąőľ śšěŕěŋĺ őŕěřăšőřă U_a, ŕő¡šőňş ňőęŋő őďŋőćřěňěŋŋő (ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě łćăŋšőćőň řěčĺśšřě) ĺśłăšĳ śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő ďń£ U^2_a = U_a2 , őŋő řăćŋő –_k = e^{2πi2φk} ; ďń£ U^4_a = U_a4 őŋő řăćŋő –_k = e^{2πi4φk} ; : : :

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňż ňőęěň ś šőůŋőśšĳ¿ 1=8 őŕřěďěńĺšĳ ğŋăůěŋĺ£ ’_k; 2’_k; : : :; 2^{2n}’_k ŕő ňőďşń¿ 1. Ŋő ¡šő ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ ’_k ś šőůŋőśšĳ¿ 1=2^{2n+1}, ŕřĺůěň śőőšćěšśšćş¿źěě ćżůĺśńěŋĺě ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.

Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă. Ňŋőęěśšćő ćőğňőęŋżţ ğŋăůěŋĺľ ’_k şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ ć ćĺďě

őłřşęŋőśšĺ ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż. Ğŋă£ ’_k ś šőůŋőśšĳ¿ 1=8, ňż ćżďěń£ěň ďşčş ć 1=4 őš ćśěľ őłřşęŋőśšĺ. Ğŋăŋĺě 2’_k ś šőůŋőśšĳ¿ 1=8 ŕőğćőń£ěš ćżďěńĺšĳ ďćě ďşčĺ ďńĺŋőľ 1=8 łăęďă£, ŕřĺůěň šőńĳłő őďŋă ĺğ ŋĺţ ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś ŕřěďżďşźěľ ďşčőľ.

Ćăęŋżě ğăňěůăŋĺ£

1) Śşźěśšćěŋŋő, ůšő ćěłšőř |_k⟩ ŋě ŕőřšĺšś£ ćő ćřěň£ ćżůĺśńěŋĺľ.

2) Ćśě ćżůĺśńěŋĺě ć űěńőň ğăćĺśĺš őš ŕăřăňěšřőć l ĺ s. Cşňňăřŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ ŋě ŕřěćżÿăěš 3 · 2^{−l} + 4nle^{−cs}, čďě c = const. Ěśńĺ šřěąşěšś£ ŕőńşůĺšĳ őšćěš ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ < ›, śńěďşěš ŕőńőęĺšĳ l = c_1 log(1=›), s = c_2 log(n=›), čďě c_1 ĺ ś_2 | ŋěłőšőřżě łőŋśšăŋšż. Ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšś£ łćăŋšőćă£ śţěňă řăğňěřă O(n^3 log(1=›) log(n=›)).

Ćţőď: a ĺ q

• Ćżůĺśńěŋĺě śšěŕěŋěľ a^{2j} (j = 1; : : : ; 2n) ŕő ňőďşń¿ q (łńăśśĺůěśłőě). • Cőğďăŋĺě l ÿšşł łćăŋšőćżţ řěčĺśšřőć, śőďěřęăźĺţ ąăğĺśŋőě śőśšő£ŋĺě |1⟩. |1⟩ |1⟩ : : : |1⟩ ? 2s 0 : : : 0 0 : : : 0 : : : 2s 0 : : : 0 0 : : : 0 4ns ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ q-ąĺšőć (\ŕřĺąőřőć") • Łćăŋšőćżě ĺğňěřěŋĺ£ ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕěřăšőřőć ¨(U_{a2}j ) ĺ ¨(iU_{a2}j ).

y^{(1)}_1 : : : y^{(1)}_s ~y^{(1)}_1 : : : ~y^{(1)}s

: : :

y^{(2n)}_1 : : : y^{(2n)}_s ~y^{(2n)}_1 : : : ~y^{(2n)}s řěğşńĳšăšż ĺğňěřěŋĺľ | ŋşńĺ ĺ ěďĺŋĺűż • Ŕőďśůěš ůĺśńă ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű (łńăśśĺůěśłĺľ).

cos ’ ± ‹ sin ’ ± ‹

: : :

cos(2^{2n}’) ± ‹ sin(2^{2n}’) ± ‹ • Šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£ (łńăśśĺůěśłĺě).

’ ±^1_8 : : : 2^{2n}’ ±^1_8 • Şšőůŋěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ’ ŋő ŋăąőřş ůĺśěń ’; : : : ; 2^{2n}’ (łńăśśĺůěśłőě). ’ ± 2^{−(2n+1)} • Őŕřěďěńěŋĺě šőůŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ’ ŕřĺ ŕőňőźĺ űěŕŋżţ ďřőąěľ (łńăśśĺůěśłőě). k^′=t^′ | ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ, řăćŋă£ ’

? ? ? ?

k^′_1 t^′_1 k^′_2 t^′_2

: : :

k^′_l t^′_l

• Ćżůĺśńěŋĺě ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ğŋăňěŋăšěń£ (łńăśśĺůěśłőě). Őšćěš: t (ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ < 3 · 2^{−l} + 4nle^{−cs}, čďě c = const)

Śţ. 1. Őąźă£ łăřšĺŋă ćżůĺśńěŋĺľ ŕő őŕĺśăŋŋőňş ăńčőřĺšňş