Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998 č.

1 Ńěłűĺ£ 2

Šěőřĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ

Šěőřĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ ğăŋĺňăěšś£ ďćşň£ őśŋőćŋżňĺ ğăďăůăňĺ (šěśŋő ďřşč ś ďřşčőň ść£ğăŋŋżňĺ).

Ŕěřćă£ ğăďăůă šăłőćă. Ŕşśšĳ ć šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X ğăďăŋő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő A ĺ ŋă A ğăďăŋő ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě ć Y : X → Y ∪ ↗ f A Ňőęŋő ńĺ f ŕřőďőńęĺšĳ ďő ŋěŕřěřżćŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ćśěčő X? Łăłĺě śşźěśšćş¿š ŕřěŕ£šśšćĺ£ ł ŕřőďőńęěŋĺ¿?

Ąőńěě ŕőŕşń£řŋă ďřşčă£ ğăďăůă. Ŕşśšĳ ğăďăŋő řăśśńőěŋĺě E → B. Śşźěśšćşěš ńĺ śěůěŋĺě ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£? Śłőńĳłő ĺňěěšś£ śěůěŋĺľ?

Ćăřĺăŋš ćšőřőľ ğăďăůĺ: śěůěŋĺě şęě ğăďăŋő ŋă A ⊂ B. Śŕřăÿĺćăěšś£, ňőęŋő ńĺ ěčő ŕřőďőńęĺšĳ ďő ŋěŕřěřżćŋőčő śěůěŋĺ£ ŋăď ćśěň B. Ŕěřćă£ ğăďăůă £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ¡šőľ ğăďăůĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě X × Y → X ĺ ŕşśšĳ A ⊂ X. Śěůěŋĺ£ šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ | ¡šő ć šőůŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺ£ X → Y.

Ňż şęě őąśşęďăńĺ śńěďş¿źş¿ ğăďăůş. Ŕşśšĳ T M → M | łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě. Śşźěśšćşěš ńĺ ćěłšőřŋőě ŕőńě ŋă M, ćś¿ďş ŋě őąřăźă¿źěěś£ ć ŋşńĳ? Ŋă £ğżłě šěőřĺĺ ŕřěŕ£šśšćĺľ ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ňż ćżąřăśżćăěň ŋşńěćőě śěůěŋĺě, š.ě. řăśśňăšřĺćăěň řăśśńőěŋĺě T M \ M → M, ĺ śŕřăÿĺćăěň, ěśšĳ ńĺ ş ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ śěůěŋĺě.

Ďń£ ğăňłŋşšőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ M šřěąşěňőě śěůěŋĺě śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă χ(M) = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ć ¡šőň śńşůăě ŕřěŕ£šśšćĺěň ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śěůěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă.

Śŋăůăńă ňż ğăľňěňś£ ŕěřćőľ ğăďăůěľ ő ŕřőďőńęěŋĺĺ őšőąřăęěŋĺ£. Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő X | CW -łőňŕńěłś, ă ŕřőśšřăŋśšćő Y čőňőšőŕĺůěśłĺ ŕřőśšő, š.ě. ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă π_1(Y ) šřĺćĺăńĳŋő ďěľśšćşěš ŋă ćśěţ čřşŕŕăţ π_n(Y ). Ŕşśšĳ X^n | n-ňěřŋżľ őśšőć. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě X^n → Y , ĺ ňż ţőšĺň ěčő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă X^{n+1}. Ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕřőďőńęěŋĺ¿ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŕő őšďěńĳŋőśšĺ ďń£ łăęďőľ (n + 1)-ňěřŋőľ łńěšłĺ ε^{n+1}. Ŕşśšĳ łńěšłě ε^{n+1} śőőšćěšśšćşěš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě —D^{n+1 φ}−→ X, čďě^∘D^{n+1}≈ ε^{n+1} ĺ φ(∂ —D^{n+1}) ⊂ X^n. Šőčďă ćőğŋĺłăěš śłćőğŋőě őšőąřăęěŋĺě S^n = ∂D^{n+1 f ∘φ}−→ Y . Ŕřĺ ¡šőň śťěřőĺď f ∘φ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ¡ńěňěŋš π_n(Y ) (ğďěśĳ ňż ŕőńĳğşěňś£ čőňőšőŕĺůěśłőľ ŕřőśšőšőľ ŕřőśšřăŋśšćă Y | őŋă ŕőğćőń£ěš ŋě ğăąőšĺšĳś£ ő šőň, ŕěřěţőďĺš ńĺ őšňěůěŋŋă£ šőůłă ć őšňěůěŋŋş¿). Ŕřőďőńęěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ ćőğňőęŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ¡šőš śťěřőĺď ŕřěďśšăćń£ěš ŋşńěćőľ čőňőšőŕĺůěśłĺľ łńăśś.

Ĺšăł, ŕřőďőńęěŋĺě ćőğňőęŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ń¿ąőľ łńěšłĺ ε^{n+1}_α śőőšćěšśšćş¿źĺľ śťěřőĺď £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň ¡ńěňěŋšőň čőňőšőŕĺůěśłőľ čřşŕŕż π_n(Y ).

Ěśńĺ ňż řăśśňőšřĺň ćśě (n + 1)-ňěřŋżě łńěšłĺ, šő őšőąřăęěŋĺě f őŕřěďěńĺš ŕřěŕ£šśšćş¿źĺľ ¡ńěňěŋš (łőűěŕĳ) c_f ∈ C^{n+1}(X, π_n(Y )), čďě C^i(X, G) | čřşŕŕă łńěšőůŋżţ i-ňěřŋżţ łőűěŕěľ X ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć G. Ŕřěďżďşźěě şśńőćĺě ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: f ďőŕşśłăěš ŕřőďőńęěŋĺě ŋă X^{n+1} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ¡šă łőűěŕĳ řăćŋă 0.

Śćőľśšćă łőűěŕĺ cf 1) Łőűěŕĳ c_f £ćń£ěšś£ łőűĺłńőň, š.ě. δc_f = 0 ∈ C^{n+2}(X, π_n(Y )).

Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő śćőľśšćő, řăśśňőšřĺň čřşŕŕş C_{n+2}(X), ŕőřőęďěŋŋş¿ ćśěňĺ (n + 2)-ňěřŋżňĺ łńěšłăňĺ X. Ć śĺńş őšŋőśĺšěńĳŋőľ šěőřěňż Čşřěćĺůă (šěőřěňż 6 ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ)

C_{n+2}(X) = H_{n+2}(X^{n+2}, X^{n+1}) = π_{n+2}(X^{n+2}, X^{n+1}).

Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿, ğŋăůěŋĺě łőűĺłńă δc_f ŋă ń¿ąőň ¡ńěňěŋšě čřşŕŕż C_{n+2}(X) řăćŋă ěčő őąřăğş ŕřĺ śłćőğŋőň őšőąřăęěŋĺĺ

C_{n+2}(X) ≡ π_{n+2}(X^{n+2}, X^{n+1})^∂−→ π_{n+1}(X^{n+1}, X^n)^∂−→ π_n(X^n)^f−→ π_n(Y )

šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿. Ŋő ŕěřćżľ ďĺťťěřěŋűĺăń ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ śńěďş¿źĺţ ďćşţ őšőąřăęěŋĺľ:

π_{n+2}(X^{n+2}, X^{n+1}) → π_{n+1}(X^{n+1}) → π_{n+1}(X^{n+1}, X^n).

Ć řěğşńĳšăšě ćőğŋĺłă¿š ďćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ čőňőňőřťĺğňă ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż:

π_{n+1}(X^{n+1}) → π_{n+1}(X^{n+1}, X^n) → π_{n+1}(X^{n+1}, X^n).

Ĺţ łőňŕőğĺűĺ£ řăćŋă ŋşń¿.

Ć ¡šőň ďőłăğăšěńĳśšćě ěśšĳ ŋěąőńĳÿőľ őąňăŋ: ć šěőřěňě Čşřěćĺůă šřěąşěšś£ őďŋőść£ğŋőśšĳ ćśěţ şůăśšćş¿źĺţ ŕřőśšřăŋśšć, łőšőřă£ ć ŋăÿěň śńşůăě ¡łćĺćăńěŋšŋă őďŋőść£ğŋőśšĺ X. Ŋő šě ęě śăňżě řăśśşęďěŋĺ£ ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ŋě ďń£ ĺśţőďŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X, ă ďń£ ěčő şŋĺćěřśăńĳŋőľ ŋăłřżćă¿źěľ ś őůěćĺďŋżň őąřăğőň ŕőďŋ£šżňĺ łńěšőůŋżň řăğąĺěŋĺěň ĺ őšőąřăęěŋĺěň f|_Xn. Ă ěśńĺ ŕőďŋ£šĺě ŕřěŕ£šśšćĺ£ ŋşńěćőě, šő ĺ śăňő ŕřěŕ£šśšćĺě ŋşńěćőě.

2) Ŕşśšĳ C_f ∈ H^{n+1}(X, π_n(Y )) | łńăśś łőčőňőńőčĺľ, śőďěřęăźĺľ łőűĺłń c_f . Šőčďă řăćěŋśšćő C_f = 0 ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő őšőąřăęěŋĺě f ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă X^{n+1}, ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ĺğňěŋĺć ěčő ńĺÿĳ ŋă X^n \ X^{n−1}.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŕőŋăďőąĺšś£ ěźě őďŋő ŕőŋ£šĺě: řăğńĺůă¿źă£ łőűěŕĳ. Ŕşśšĳ ěśšĳ ďćă őšőąřăęěŋĺ£ f, g : X^n → Y , śőćŕăďă¿źĺě ŋă X^{n−1}. Šőčďă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ łőűěŕĳ d_{f,g} ∈ C^n(X, π_n(Y )) śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ ć X ěśšĳ łăłă£-šő łńěšłă, ĺ φ : D^n → X | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě ďń£ ¡šőľ łńěšłĺ. Ĺğ ďćşţ ¡łğěňŕń£řőć D^n (śěćěřŋőčő ŕőńşÿăřĺ£ ĺ ¿ęŋőčő) śłńěĺň śťěřş S^n. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě S^n → Y , łőšőřőě ŋă śěćěřŋőň ŕőńşÿăřĺĺ śőćŕăďăěš ś f ∘ φ, ă ŋă ¿ęŋőň | ś g ∘ φ (ŋă őąźěľ čřăŋĺűě ŕőńşÿăřĺľ őšőąřăęěŋĺ£ f ĺ g ŕő şśńőćĺ¿ śőćŕăďă¿š).

Ńěňňă 1 (ő řěăńĺğăűĺĺ) Ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : X^n → Y ĺ ďń£ ń¿-

ąőčő ¡ńěňěŋšă b ∈ C^n(X, π_n(Y )) śşźěśšćşěš šăłőě őšőąřăęěŋĺě g : X^n → Y , ůšő d_{f,g} = b.

Ć śăňőň ďěńě, ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ łńěšłş ć X. Ěľ ¡ńěňěŋš b śőŕőśšăćń£ěš ŋěłőšőřżľ łńăśś śťěřőĺďőć ć Y . Ŋă ¡šőľ łńěšłě ŕőůšĺ ćś¿ďş śőţřăŋĺň őšőąřăęěŋĺě f, ă ć ňăńőň ćŋşšřěŋŋěň ďĺśłě ŕěřěőŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě šăł, ůšőąż ŋőćőě őšőąřăęěŋĺě ćňěśšě ś őšőąřăęěŋĺěň f (őŕřěďěńěŋŋżě ŋă ďćşţ ¡łğěňŕń£řăţ ¡šőčő ďĺśłă, śłńěěŋŋżţ ŕő čřăŋĺűě) ŕřĺŋăďńěęăńő šřěąşěňőňş łńăśśş śťěřőĺďőć ć π_n(Y ) (šőňş, łőšőřżľ ¡ńěňěŋš b śőŕőśšăćń£ěš řăśśňăšřĺćăěňőľ łńěšłě).

Śďěńăěň ěźě őďŋő ğăňěůăŋĺě: ěśńĺ őšőąřăęěŋĺ£ f ĺ g śőćŕăďă¿š ŋă X^{n−1}, šő c_f − c_g = −δd_{f,g}. İšő ďőłăğżćăěšś£ ŕřőśšżň řăśłřżšĺěň őŕřěďěńěŋĺľ.

Ĺğ ńěňňż ő řěăńĺğăűĺĺ ĺ ¡šőčő ğăňěůăŋĺ£ ćżšěłăěš śćőľśšćő 2). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňż ţőšĺň ŕőďőąřăšĳ g šăł, ůšő c_g = 0 = c_f + δd_{f,g}. Ŋő c_f = δα ďń£ ŋěłőšőřőčő α, ŕő¡šőňş c_g = δ(α + d_{f,g}). Ŕőďąĺřăěň g šăł, ůšő d_{f,g} = −α. İšő őšőąřăęěŋĺě g ŕřőďőńęăěšś£ ŋă X^{n+1}. Őąřăšŋă£ ĺňŕńĺłăűĺ£ ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ŕřĺńőęěŋĺě ł ŕřőśšřăŋśšćăň K(π, n)

Ďőłăęěň ś ŕőňőźĳ¿ šěőřĺĺ ŕřěŕ£šśšćĺľ, ůšő ćśě łńěšőůŋżě ŕřőśšřăŋśšćă šĺŕă K(π, n) ś ďăŋŋżňĺ π ĺ n čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ.

Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ş X ĺ X^′ ŋěš łńěšőł (ŕőńőęĺšěńĳŋőľ) řăğňěřŋőśšĺ ňěŋĳÿě n (šăłĺě łńěšłĺ ňőęŋő şąĺšĳ, ğăňěŋ££ (n − 1)-ść£ğŋőě łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋă čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőě). Ťĺłśĺřşěň ĺğőňőřťĺğň π_n(X) → π_n(X^′). Őšőąřăęěŋĺě X → X^′ ąşďěň śšřőĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Łăęďőľ nňěřŋőľ łńěšłě ć X śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřżľ śťěřőĺď ć π_n(X). Őšőąřăğĺň ěě šăł, ůšőąż ěě őąřăğ řěăńĺğőćżćăń őąřăğ ¡šőčő śťěřőĺďă ć π_n(X^′). Ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕřőďőńęěŋĺ¿ őšőąřăęěŋĺ£ ć řăğňěřŋőśšĺ n őšśşšśšćşěš ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ (ĺğğă ĺğőňőřťĺğňă π_n(X) → π_n(X^′)). Ă ć śšăřÿĺţ řăğňěřŋőśš£ţ ŕřěŕ£šśšćĺ£ ćśěčďă ŋşńěćżě, ŕőšőňş ůšő ćśě śšăřÿĺě čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż ŕřőśšřăŋśšćă X^′ŋşńěćżě. Šăł ŕőńşůăěň őšőąřăęěŋĺě, ĺŋďşűĺřş¿źěě ĺğőňőřťĺğň ćśěţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ.

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ˝(X, K(π, n)) → H^n(X, π) (ŕřĺ n = 1 ňż śůĺšăěň, ůšő čřşŕŕă π ăąěńěćă). Őŋő şśšřőěŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Čřşŕŕă H^n(K(π, n), π) śőďěřęĺš ğăňěůăšěńĳŋżľ ¡ńěňěŋš τ (šăćšőńőčĺůěśłĺľ łńăśś). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő K(π, n) | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ś łńěšłăňĺ řăğňěřŋőśšĺ ≥ n, ă łăęďă£ ěčő n-ňěřŋă£ łńěšłă ŕřěďśšăćń£ěš ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż π. Šăł ćőš, ¡ńěňěŋš τ ĺ śőŕőśšăćń£ěš ¡šőľ łńěšłě šőš ¡ńěňěŋš čřşŕŕż π, łőšőřżľ őŋă ŕřěďśšăćń£ěš.

Őšőąřăęěŋĺě X → K(π, n) ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň H^n(K(π, n), π) → H^n(X, π). Ŕřĺ ¡šőň čőňőňőřťĺğňě ¡ńěňěŋš τ ŕěřěţőďĺš ć ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H^n(X, π). İšőš ¡ńěňěŋš ňż ĺ śőŕőśšăćń£ěň őšőąřăęěŋĺ¿ X → K(π, n).

Ŕřěďńőęěŋĺě 1 Ěśńĺ X | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ¡šő őšőąřăęěŋĺě ˝(X, K(π, n)) → H^n(X, π) | ĺğőňőřťĺğň.

Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ ěśšĳ łăłőľ-šő łńăśś a ∈ H^n(X, π). Ąşďěň śšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺě f : X → K(π, n) šăł, ůšőąż őŋő ĺŋďşűĺřőćăńő ĺňěŋŋő łńăśś a, š.ě. f^∗(τ ) = a. Ćśě łńěšłĺ řăğňěřŋőśšĺ < n őšőąřăęă¿šś£ ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş łőňŕńěłśă šĺŕă K(π, n). Ć řăğňěřŋőśšĺ n ń¿ąş¿ łńěšłş ε őšőąřăęăěň ć śťěřőĺď, řěăńĺğş¿źĺľ łńăśś a(ε) ∈ π ≡ π_n(K(π, n), π), ă ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ŕřőďőńęěŋĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ ŋěš. Šăł ďőłăğżćăěšś£ ¡ŕĺňőřťŋőśšĳ. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ňőŋőňőřťŋőśšĺ ŋşęŋő ŕőśšřőĺšĳ čőňőšőŕĺ¿, śőěďĺŋ£¿źş¿ ń¿ążě ďćă őšőąřăęěŋĺ£, ĺŋďşűĺřş¿źĺě łńăśś a. Őŕ£šĳ{šăłĺ ś ŕőňőźĳ¿ őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě šěőřĺĺ ďőłăğżćăěšś£, ůšő ŋěš ŋĺłăłĺţ ŕřěŕ£šśšćĺľ ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ šăłőľ čőňőšőŕĺĺ.

Ğăľňěňś£ šěŕěřĳ ćšőřőľ ğăďăůěľ: ďăŋő řăśśńőěŋĺě p : E → B ĺ ňż ţőšĺň ŕőśšřőĺšĳ śěůěŋĺě ĺŋďşłűĺěľ ŕő őśšőćăň (ĺńĺ ŕőŋ£šĳ, ŕőůěňş šăłőčő śěůěŋĺ£ ŋěš). Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő śńőľ F čőňőšőŕĺůěśłĺ ŕřőśš ĺ śăňő řăśśńőěŋĺě šőęě čőňőšőŕĺůěśłĺ ŕřőśšő, š.ě. π_1(B) šřĺćĺăńĳŋő ďěľśšćşěš ŋă π_n(F ). (Őš ćšőřőčő şśńőćĺ£ ňőęŋő ś ŋěąőńĳÿĺň šřşďőň ĺğąăćĺšĳś£, ă őš ŕěřćőčő şśńőćĺ£ ĺğąăćĺšĳś£ čőřăğďő śńőęŋěě: ňż ŋě ąşďěň ¡šĺň ğăŋĺňăšĳś£.)

Śŋőćă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕřăłšĺůěśłĺ šş ęě śăňş¿ šěőřĺ¿. Řăśśňăšřĺćăěň ťĺńĳšřăűĺ¿ őśšőćăňĺ: B^n ⊂ B^{n+1}. Ďń£ ń¿ąőľ (n + 1)-ňěřŋőľ łńěšłĺ ć B śőőšćěšśšćş¿źěě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě ϕ : —D^{n+1} → B ĺŋďşűĺřşěš ŋăď —D^{n+1} řăśśńőěŋĺě ś šěň ęě śăňżň śńőěň F . (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ | ¡šő ňŋőęěśšćő šăłĺţ ŕăř (s, e) ∈ —D^{n+1} × E, ůšő ϕ(s) = p(e), ă ěčő ŕřőěłűĺ£ ŋă —D^{n+1} | ¡šő ğăążćăŋĺě ćšőřżţ ¡ńěňěŋšőć e šăłĺţ ŕăř.) Ŕő šěőřěňě Ťěńĳďąăş, ¡šő řăśśńőěŋĺě ŋăď —D^{n+1} šřĺćĺăńĳŋő, šő ěśšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋő řăśśńőěŋĺ¿ F × —D^{n+1} → —D^{n+1}. Ěśńĺ ňż ĺňěěň śěůěŋĺě χ ŋăÿěčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď B^n, šő ğăďăŋő ĺ śěůěŋĺě ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď čřăŋĺűěľ S^n ÿăřă —D^{n+1} : ń¿ąőľ šőůłě s ∈ ∂ —D^{n+1} őŋő śšăćĺš ć śőőšćěšśšćĺě šőůłş χ(ϕ(s)). Ć śĺńş šřĺćĺăńĳŋőśšĺ ŕőśńěďŋěčő řăśśńőěŋĺ£, ¡šő śěůěŋĺě ěśšĳ ŕřőśšő őšőąřăęěŋĺě S^n → F, ć ůăśšŋőśšĺ őŋő őŕřěďěń£ěš ¡ńěňěŋš čřşŕŕż π_n(F ). (Ğďěśĳ ňż ĺśŕőńĳğşěň ŕřőśšőšş řăśśńőěŋĺ£, šő ěśšĳ ćőğňőęŋőśšĳ őšőęďěśšćĺšĳ čřşŕŕż π_n ďń£ ćśěţ ěčő śńőěć.) Şśńőćĺě ŕřőďőńęĺňőśšĺ śěůěŋĺ£ ś B^n ŋă B^{n+1} ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ¡šőš ¡ńěňěŋš ć π_n(F ) šřĺćĺăńěŋ ďń£ ń¿ąőľ

(n + 1)-ňěřŋőľ łńěšłĺ. Śőćőłşŕŋőśšĳ šăłĺţ ¡ńěňěŋšőć, śőŕőśšăćńěŋŋżţ ćśěň šăłĺň łńěšłăň, ěśšĳ ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš c_f čřşŕŕż C^{n+1}(B, π_n(F )) | ŕřěŕ£šśšćş¿źă£ łőűěŕĳ. Őŋ őąńăďăěš šěňĺ ęě śăňżňĺ śćőľśšćăňĺ ůšő ĺ ć śńşůăě őšőąřăęěŋĺľ (š.ě. śěůěŋĺľ šřĺćĺăńĳŋżţ řăśśńőěŋĺľ):

1) c_f | łőűĺłń;

2) šřĺćĺăńĳŋőśšĳ łńăśśă C_f = {c_f } ∈ H^{n+1}(B, π_n(F )) ¡łćĺćăńěŋšŋă šőňş, ůšő śěůěŋĺě ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă B^{n+1}, ĺğňěŋĺć ěčő ńĺÿĳ ŋă B^{n+1} \ B^n.

Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś řăśśńőěŋĺ£ Ŕşśšĳ π_0(F ) = π_1(F ) = · · · = π_{n−1}(F ) = 0, π_n(F ) ≠ 0. Šőčďă ŕěřćżľ ŕřěŕ£šśšćş¿źĺľ ¡ńěňěŋš ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śěůěŋĺ£ ńěęĺš ć čřşŕŕě H^{n+1}(B, π_n(F )). İšőš ¡ńěňěŋš {c_f } ŋăğżćăěšś£ ŕěřćżň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň łńăśśőň řăśśńőěŋĺ£.

Ěčő ňż şęě ć ŋěłőšőřőň ćĺďě ŕřőţőďĺńĺ. Ŋăŕĺÿěň śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£. Ş ŋěě ěśšĳ ŋěŋşńěćă£ śšřőłă {E^2_{p,0} ≡ H_p(B)}, ğăšěň ĺďěš n − 1 ŕşśšă£ śšřőłă E^2_{p,i} ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n − 1, ĺ ďăńěě ćőőąźě čőćőř£ ŋěŕşśšżě śšřőłĺ, ŋĺęŋ££ ĺğ łőšőřżţ ŋăůĺŋăěšś£ ś ůńěŋă E^2_{0,n} ≃ H_n(F ) ≃ π_n(F ). Ćśě ŕőśńěďş¿źĺě ďĺťťěřěŋűĺăńż, ďěľśšćş¿źĺě ĺğ łńěšőł E_{p,0} ŋĺęŋěľ śšřőłĺ ś p ≤ n, ŕőŕăďă¿š ć ŋşńěćş¿ őąńăśšĳ ĺ śńěďőćăšěńĳŋő šřĺćĺăńĳŋż. Ŕěřćżľ ęě ďĺťťěřěŋűĺăń, łőšőřżľ ňőęěš ążšĳ ŋěŋşńěćżň, | ¡šő šřăŋśčřěśśĺ£ ∂^{n+1} : E^{n+1}_{n+1,0} → E^{n+1}_{0,n} , ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě,

H_{n+1}(B) → H_n(F ) = π_n(F ). (1)

Ĺšăł, ŕő ŋăÿěňş řăśśńőěŋĺ¿ ňż ŕőśšřőĺńĺ ďćă őąžěłšă: ŕěřćżľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś c_f ∈ H^{n+1}(B, H_n(F )) ĺ šřăŋśčřěśśĺ¿ (1), š.ě. ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš őůěŋĳ ŕőţőęěľ čřşŕŕż Hom(H_{n+1}(B), H_n(F )).

Ğăďăůă 1 Ďő łăłőľ śšěŕěŋĺ ¡šő őďŋő ĺ šő ęě? Łăł ŕřĺ ŕőňőźĺ śŕěł-

šřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ őŕřěďěńĺšĳ ć šőůŋőśšĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś?

Ć śńşůăě, ěśńĺ ŋăÿě řăśśńőěŋĺě ŋěŕřőśšőě (ŋő śńőĺ ěčő ćśě ęě čőňőšőŕĺůěśłĺ ŕřőśšż), ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś śšřőĺšś£ šőůŋő šăł ęě: őŋ ąşďěš ¡ńěňěŋšőň čřşŕŕż H^{n+1}(B, {H_n(F )}), čďě {H_n(F )} | ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă čřşŕŕ, ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ ś ŋăÿĺň řăśśńőěŋĺěň.

Ńĺšěřăšşřă Ťşłś{Ťőňěŋłő, Łşřś čőňőšőŕĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ, § 14