Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998 č.

1 Ńěłűĺ£ 3

Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż

Ŕěřćőě ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śěůěŋĺ£ řăśśńőěŋĺ£ E → B śő śńőěň F ćżčń£- ďĺš śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ π_0(F ) = π_1(F ) = · · · = π_{n−1}(F ) = 0, π_n(F ) ≠ 0 ĺ řăśśńőěŋĺě čőňőšőŕĺůěśłĺ ŕřőśšő. Šőčďă ŕěřćżľ ŕřěŕ£šśšćş¿źĺľ ¡ńěňěŋš ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śěůěŋĺ£ ńěęĺš ć čřşŕŕě H^{n+1}(B, π_n(F )).

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ ŋăŕĺśăšĳ śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£, šő ŕőńşůĺň ŕěřćżľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ďĺťťěřěŋűĺăń | ¡šő ¡ńěňěŋš čřşŕŕż Hom(H_{n+1}(B), H_n(F )). İšă čřşŕŕă ŕőţőęă ŋă čřşŕŕş H^{n+1}(B, π_n(F )). Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ąěřşšś£ ĺğ ŕőń£, šő ¡šĺ čřşŕŕż ĺğőňőřťŋż. İńěňěŋš ĺğ čřşŕŕż Hom šőęě ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śěůěŋĺ£.

Ůšőąż śőćŕăďěŋĺě ďćşţ ŕőďţőďőć ążńő ŕőńŋżň, ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ łőčőňőńőčĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ π_n(F ). Šőčďă šřăŋśčřěśśĺ£ ďăěš čőňőňőřťĺğň H^n(F, π_n(F )) → H^{n+1}(B, π_n(F )). Ć H^n(F, π_n(F )) ěśšĳ šăćšőńőčĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš: ěčő ğŋăůěŋĺě ŋă ń¿ąőň űĺłńě (ć śĺńş šěőřěňż Čşřěćĺůă ŕřěďśšăćń£ěňőň śťěřőĺďőň) řăćŋő łńăśśş ¡šőčő śťěřőĺďă. Őąřăğ ¡šőčő ¡ńěňěŋšă ć H^{n+1}(B, π_n(F )) śőćŕăďăěš ś őŕĺśăŋŋżň ćżÿě ŕřěŕ£šśšćş¿źĺň ¡ńěňěŋšőň.

Ěśńĺ řăśśńőěŋĺě ŋě čőňőšőŕĺůěśłĺ ŕřőśšő, šő ŋşęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ čőňőńőčĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě: H^{n+1}(B, {π_n(F )}).

Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ.

Őąśşďĺň šěŕěřĳ ąőńěě ŕőďřőąŋő ćěłšőřŋżě řăśśńőěŋĺ£.

Ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě E → B śő śńőěň F ŋăğżćăěšś£ ćěłšőřŋżň, ěśńĺ ćő ćśěţ ěčő śńő£ţ ĺňěěšś£ śšřşłšşřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕřĺ ¡šőň śšăŋďăřšŋżě őŕěřăűĺĺ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć śńő£ţ ďőńęŋż ŋěŕřěřżćŋő ňěŋ£šĳś£ őš śńő£ ł śńő¿. İšő őğŋăůăěš śńěďş¿źěě. Ďń£ ďćşţ ŋěŕřěřżćŋżţ śěůěŋĺľ ŋăď ń¿ążň őšłřżšżň ŕőďňŋőęěśšćőň ć ąăğě ňőęŋő ŕőšőůěůŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺţ śşňňş. Őŋă ďőńęŋă šőęě ążšĳ ŋěŕřěřżćŋżň śěůěŋĺěň. Ăŋăńőčĺůŋőě śćőľśšćő ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő.

Ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ĺńĺ łőňŕńěłśŋżň ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď łăłĺň ŕőńěň £ćń£¿šś£ ěčő śńőĺ; ůăśšő řăśśňăšřĺćă¿š šăłęě łćăšěřŋĺőŋŋżě ćěłšőřŋżě řăśśńőěŋĺ£.

Śăňżě ćăęŋżě ćěłšőřŋżě řăśśńőěŋĺ£ | łăśăšěńĳŋőě, łőłăśăšěńĳŋőě, řăśśńőěŋĺě k-śšřşľ ťşŋłűĺľ ĺńĺ őšőąřăęěŋĺľ ć R^n, šěŋğőřŋżě řăśśńőěŋĺ£.

Ďń£ ďćşţ ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ ś őďŋőľ ĺ šőľ ęě ąăğőľ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺţ ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, Hom. Ňőęŋő šăłęě ŕőśšřőĺšĳ ťăłšőř řăśśńőěŋĺ£ ŕő ěčő ŕőďřăśśńőěŋĺ¿. Řěğşńĳšăšż ćśěţ ¡šĺţ őŕěřăűĺľ ćŋőćĳ ąşďşš ćěłšőřŋżňĺ řăśśńőěŋĺ£ňĺ.

Ŕřőśšěľÿěě ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě | ¡šő řăśśńőěŋĺě ńĺśšă Ň-ěąĺşśă ŋăď S^1 śő śńőěň R^1: ŕřĺ őąţőďě ćďőńĳ ąăğż őřĺěŋšăűĺ£ ěčő śńőěć ŕřěćřăźăěšś£ ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿.

Ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřşěňżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš őďŋőćřěňěŋŋă£ őřĺěŋšăűĺ£ ćśěţ ěčő śńőěć, ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źă£ őš śńő£. Łőňŕńěłśŋżě ĺ łćăšěřŋĺőŋŋżě řăśśńőěŋĺ£ ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£¿šś£ őřĺěŋšĺřşěňżňĺ.

Őďŋă ĺğ śšăŋďăřšŋżţ ğăďăů šěőřĺĺ ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ, řěÿăěňă£ ś ŕőňőźĳ¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ łńăśśőć | ¡šő ğăďăůă ő ćś¿ďş ŋěŋşńěćżţ śěůěŋĺ£ţ.

Ŋăŕřĺňěř, ćś¿ďş ŋěŋşńěćőě śěůěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕőń£ ąěğ őśőążţ šőůěł. Ďń£ ğăňłŋşšőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ M šăłőě ŕőńě śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă χ(M) = 0. Ňőęŋő šăłęě řăśśňăšřĺćăšĳ ğăďăůş ő ŕőśšřőěŋĺĺ ďćşţ, šřěţ ĺ š.ď. ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ć łăęďőľ šőůłě ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ. Ěśńĺ ŋă n-ňěřŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ, šő šăłőě ňŋőčőőąřăğĺě ŋăğżćă¿š ŕăřăńńěńĺğşěňżň.

Őąžěłšż, řăğńĺůă¿źĺě ŋěĺğőňőřťŋżě řăśśńőěŋĺ£, őążůŋő őŕřěďěń£¿šś£ łăł łńăśśż łőčőňőńőčĺľ ąăğż řăśśńőěŋĺ£; őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺňĺ łńăśśăňĺ.

Őďĺŋ ŕřĺňěř šăłőčő łńăśśă ňż ťăłšĺůěśłĺ şęě ğŋăěň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćěłšőřŋőňş řăśśńőěŋĺ¿ E^F−→ B ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ śťěřĺůěśłőě řăśśńőěŋĺě E^{′ Sn} �1 −→ B, čďě n = dim F . Ěčő śńőľ ŋăď šőůłőľ b ∈ B | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ńşůěľ ć śńőě ŋăď b ĺśţőďŋőčő řăśśńőěŋĺ£, ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋşńěćőľ šőůłĺ śńő£. (İłćĺćăńěŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě: ŋěňŋőčő ŋĺęě ňż ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ććěśšĺ ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ćő ćśěţ śńő£ţ řăśśńőěŋĺ£ E, ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źş¿ őš śńőěć. Šőčďă śńőľ řăśśńőěŋĺ£ E^′ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ňŋőęěśšćő ćěłšőřőć ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż ć śńőě E.)

Ŕěřćőě ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śěůěŋĺ£ śťěřĺůěśłőčő řăśśńőěŋĺ£ ŕřĺŋăďńěęĺš čřşŕŕě H^n(B, {Z}), čďě Z = π_{n−1}(S^{n−1}). Ć řăśśňăšřĺćăěňőľ śĺšşăűĺĺ ŕřőśšőšă řăśśńőěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋă ěčő őřĺěŋšĺřşěňőśšĺ. Ěśńĺ řăśśńőěŋĺě őřĺěŋšĺřşěňő, šő ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă {Z} šřĺćĺăńĳŋă, ĺ ŕěřćőě ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śěůěŋĺ£ ńěęĺš ć H^n(B, Z). Ěčő ŋăğżćă¿š ¡ľńěřőćżň łńăśśőň őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£. (Ďń£ ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ šőęě ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ¡ľńěřőć łńăśś. Őŋ ąşďěš ¡ńěňěŋšőň H^n(B, {Z}).)

Łőŋěůŋő, ń¿ąőě šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ĺňěěš śěůěŋĺě, ŕő¡šőňş řăśśńőěŋĺě ś ŋěšřĺćĺăńĳŋżň ¡ľńěřőćżň łńăśśőň ŋěšřĺćĺăńĳŋő. Ąőńěě őąźĺň őąřăğőň, ěśńĺ ďćă řăśśńőěŋĺ£ ĺňě¿š řăğŋżě ¡ľńěřőćż łńăśśż, šő őŋĺ ŋěĺğőňőřťŋż.

Ěśńĺ B | čńăďłőě őřĺěŋšĺřşěňőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£, ĺ řăśśňăšřĺćăěňőě řăśśńőěŋĺě E | ěčő łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, šő H^n(B, Z) ≃ Z, ĺ ¡ľńěřőć łńăśś ţăřăłšěřĺğşěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň ůĺśńőň | śćőĺň ğŋăůěŋĺěň ŋă ťşŋďăňěŋšăńĳŋőň űĺłńě ňŋőčőőąřăğĺ£. İšő ůĺśńő ć šőůŋőśšĺ řăćŋő ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě ňŋőčőőąřăğĺ£.

Ňż ğŋăěň ěźě őďĺŋ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś, ŕőğćőń£¿źĺľ şšćěřęďăšĳ, ůšő ěśńĺ őŋ ŋěšřĺćĺăńěŋ, šő ĺ řăśśńőěŋĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋő. İšő | łńăśś, őšćěůă¿źĺľ ğă őřĺěŋšăűĺ¿. Őŋ ńěęĺš ć H^1(B, Z_2) ĺ śőŕőśšăćń£ěš łăęďőňş ğăňłŋşšőňş ŕşšĺ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż Z_2: ěśńĺ ŕşšĳ śőţřăŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿, šő ěňş śőŕőśšăćń£ěšś£ 0, ă ěśńĺ ĺğňěŋ£ěš | šő 1. İšőš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś ŋăğżćă¿š ŕěřćżň łńăśśőň Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ĺ őąőğŋăůă¿š w_1.

Ďń£ n-ňěřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ n-ľ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ őŕřěďěń£ěšś£ łăł ¡ľńěřőć łńăśś, ŕřĺćěďěŋŋżľ mod2. İšőš łńăśś őąőğŋăůă¿š ůěřěğ w_n. Őŋ őŕřěďěńěŋ ĺ ďń£ ŋěőřĺěŋšĺřşěňőčő řăśśńőěŋĺ£ ĺ ńěęĺš ć H^n(B, Z_2).

Łřőňě ¡šĺţ ďćşţ łńăśśőć śşźěśšćş¿š ĺ ďřşčĺě łńăśśż Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ. Ňż śŋăůăńă śťőřňşńĺřşěň ĺţ śćőľśšćă, ă śşźěśšćőćăŋĺě ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ łńăśśőć, őąńăďă¿źĺţ ¡šĺňĺ śćőľśšćăňĺ, ďőłăęěň ŕőğęě.

Ŕşśšĳ E R^n−→ B | n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě, ŕřĺůěň B | ść£ğŋőě łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Šőčďă ĺňěěšś£ ŋăąőř łńăśśőć łőčőňőńőčĺľ w_0, w_1, . . . , w_n, w_{n+1}, . . ., čďě w_i ∈ H^i(B, Z_2). Ŕřĺ ¡šőň w_0 = 1 (čřşŕŕă H^0 śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ¡ńěňěŋšőć | šřĺćĺăńĳŋőčő ĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő; ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő w_0 řăćěŋ ŋěšřĺćĺăńĳŋőňş ¡ńěňěŋšş). Łřőňě šőčő, w_i = 0 ŕřĺ i > n.

Ŋăŕőňŋĺň ŕőŋ£šĺě ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ řăśśńőěŋĺě

E → B ĺ őšőąřăęěŋĺě B^{′ φ}−→ B: E ↓ p B^{′ φ}−→ B. Šőčďă ŋăď B^′ ćőğŋĺłăěš řăśśńőěŋĺě E^′ → B^′, čďě E^′ = {(b^′, ξ) ∈ B^′ × E|φ(b^′) = p(ξ)}. Ŕřőěłűĺ£ ĺňěěš ćĺď (b^′, ξ) → b^′ ∈ B^′. Śńőľ ŋăď b^′ łăŋőŋĺůěśłĺ őšőęďěśšćń£ěšś£ śő śńőěň řăśśńőěŋĺ£ E ŋăď φ(b^′).

Śćőľśšćő (ěśšěśšćěŋŋőśšĳ ŕřĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺĺ):

w_i(E^′) = φ^∗(w_i(E)).

Ďń£ ďćşţ ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ E ĺ G ŋăď őďŋőľ ĺ šőľ ęě ąăğőľ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺţ ŕř£ňş¿ śşňňş E ⊕ G (śşňňş Şĺšŋĺ), ćğ£ć ŕř£ňżě śşňňż śńőěć.

Ťőřňşńă Şĺšŋĺ ďń£ ŕřőĺğćěďěŋĺľ: ďń£ ń¿ąőčő i ≥ 0,

w_i(E ⊕ G) = w_i(E) + w_{i−1}(E)w_1(G) + w_{i−2}(E)w_2(G) + · · · + w_1(E)w_{i−1}(G) + w_i(G).

Ğďěśĳ ĺňěěšś£ ć ćĺďş łőčőňőńőčĺůěśłőě şňŋőęěŋĺě.

Ğăŕĺśĳ ťőřňşńż Şĺšŋĺ ňőęŋő şŕřőśšĺšĳ, ěśńĺ ććěśšĺ ŕőńŋżľ, ĺńĺ šőšăńĳŋżľ, łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ

w(E) = w_0(E) + w_1(E) + w_2(E) + · · · + w_n(E) ∈ H^∗(B, Z_2).

Ďń£ ŕőńŋżţ łńăśśőć ťőřňşńă Şĺšŋĺ ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: w(E ⊕ G) = w(E)w(G).

Ćśěňĺ şłăğăŋŋżňĺ śćőľśšćăňĺ őąńăďăěš ŕőńŋżľ łńăśś, šőęďěśšćěŋŋő řăćŋżľ 1 ďń£ ćśěţ řăśśńőěŋĺľ. Ůšőąż ěčő ĺśłń¿ůĺšĳ, ŋăńőęĺň ěźě şśńőćĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ: ďń£ řăśśńőěŋĺ£ ńĺśšă Ň-ěąĺşśă ŋăď őłřşęŋőśšĳ¿ w_1 ≠ 0.

Şšćěřęďăěšś£, ůšő šăłőě ŕřăćĺńő śőŕőśšăćńěŋĺ£ řăśśńőěŋĺ¿ łńăśśőć łőčőňőńőčĺľ śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő. Ćżćěďěň ĺğ ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŋěłőšőřżě śńěďśšćĺ£.

1. Ĺğőňőřťŋżň řăśśńőěŋĺ£ň (ŋăď őďŋőľ ąăğőľ) śőőšćěšśšćş¿š őďĺŋăłőćżě łńăśśż Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ. İšő śńěďşěš ĺğ ěśšěśšćěŋŋőśšĺ.

1,5. Őďŋőňěřŋőě řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă w_1 = 0. 2. Ěśńĺ řăśśńőěŋĺě E šřĺćĺăńĳŋő, šő w(E) = 1 ∈ H^∗(B, Z_2). Ć śăňőň ďěńě, řăśśńőěŋĺě E ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ őŕěřăűĺěľ ĺŋďşűĺřőćăŋĺ£ ĺğ šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď šőůłőľ. (Ďřşčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ 1,5 ĺ řăśźěŕńěŋĺ£ šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ć śşňňş šřĺćĺăńĳŋżţ őďŋőňěřŋżţ.)

3. Ěśńĺ śşźěśšćşěš ćś¿ďş ŋěŋşńěćőě śěůěŋĺě, šő w_n = 0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šőčďă řăśśńőěŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ŕř£ňőľ śşňňż šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£, śőőšćěšśšćş¿źěčő śěůěŋĺ¿, ĺ ěčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ďőŕőńŋěŋĺ£. Ďăńĳÿě ŋşęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ťőřňşńőľ Şĺšŋĺ.

Őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě, ĺśŕőńĳğşěňőě ć ¡šőň řăśśşęďěŋĺĺ, őŕřěďěń£- ěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ śńěďş¿źěčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ŕőśšřőěŋĺ£.

Ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřőľ ŋă ćěłšőřŋőň řăśśńőěŋĺĺ E ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ E → R, ć őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă ń¿ąőľ śńőľ ŋăÿěčő řăśśńőěŋĺ£ £ćń£¿- źă£ś£ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřőľ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1 Ěśńĺ ąăğă ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋ-

śšćő, šő ŋă ¡šőň řăśśńőěŋĺĺ ňőęŋő ććěśšĺ ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş.

Ąőńěě šőčő, ďőśšăšőůŋő ďăęě śůĺšăšĳ, ůšő ąăğă | ń¿ąőě ŕăřăłőňŕăłšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, š.ě. őŋă şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş śćőľśšćş.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŕăřăłőňŕăłšŋő, ěśńĺ őŋő ţăşśďőřťőćő ĺ ć ń¿ąőě ěčő őšłřżšőě ŕőłřżšĺě ňőęŋő ćŕĺśăšĳ ńőłăńĳŋő łőŋěůŋőě őšłřżšőě ŕőłřżšĺě.

Ŕřĺňěřăňĺ ŕăřăłőňŕăłšŋżţ ŕřőśšřăŋśšć £ćń£¿šś£ łőňŕăłšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, ŕőďňŋőęěśšćă ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć (ć ůăśšŋőśšĺ łőŋěůŋőňěřŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£), CW -łőňŕńěłśż.

Šăłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ćăęŋż, ŕőśłőńĳłş ŋă ŋĺţ ňőęŋő ¡ťťěłšĺćŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ řăğąĺěŋĺ£ ěďĺŋĺűż. Ěśńĺ ďăŋő ńőłăńĳŋő łőŋěůŋőě őšłřżšőě ŕőłřżšĺě {U_α} ŕřőśšřăŋśšćă X, šő ŕőďůĺŋěŋŋżň ěňş řăğąĺěŋĺěň ěďĺŋĺűż ŋăğżćăěšś£ ŋăąőř ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ f_α : X → R, őąńăďă¿źĺţ śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ: őŋĺ ŕřĺŋĺňă¿š šőńĳłő ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£, f_α šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿ ćŋě U_α ĺ P f_α ≡ 1. Ŕőśńěďŋ££ śşňňă ćś¿ďş ĺňěěš śňżśń ć śĺńş şśńőćĺ£ ńőłăńĳŋőľ łőŋěůŋőśšĺ.

Šăłőě řăğąĺěŋĺě ćśěčďă śşźěśšćşěš; ąőńěě šőčő, ěśńĺ ŋăÿě ŕăřăłőňŕăłšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő £ćń£ěšś£ čńăďłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň, šő ěčő ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ čńăďłĺňĺ ęě ťşŋłűĺ£ňĺ f_α.

Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ ŕőŋ£šĺľ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ŋă ćěłšőřŋőň řăśśńőěŋĺĺ ś łńěšőůŋőľ ąăğőľ.

Ŕőłřőěň ąăğş őłřěśšŋőśš£ňĺ, ŋăď łőšőřżňĺ řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĺğşěšś£, ŕřĺůěň ňőęŋő śůĺšăšĳ ůšő ¡šő ŕőłřżšĺě | ńőłăńĳŋő łőŋěůŋő, ĺ őŕřěďěńĺň řăğąĺěŋĺě ěďĺŋĺűż {f_α}, ŕőďůĺŋěŋŋőě ¡šőňş ŕőłřżšĺ¿.

Ŕőńĳğş£śĳ ńőłăńĳŋőľ šřĺćĺăńĳŋőśšĳ¿, ŋăď łăęďőľ łőőřďĺŋăšŋőľ őłřěśšŋőśšĳ¿ ććěďěň ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş η_α, ŕőďŋĺňěň ťşŋłűĺ¿ f_α ďő ťşŋłűĺĺ f^∗_α ŋă ŕřőśšřăŋśšćě řăśśńőěŋĺ£ ĺ řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ P f^∗_αη_α. İšő ĺ ěśšĳ šřěąşěňă£ ěćłńĺďőćă śšřşłšşřă. (Ğďěśĳ ĺśŕőńĳğőćăŋő šő, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ŋă ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćżŕşłńő.)

Ĺśŕőńĳğş£ ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş, ćśěčďă ňőęŋő ğăňěŋ£šĳ ťăłšőřřăśśńőěŋĺě E/E^′ ŋă ĺğőňőřťŋőě ěňş ŕőďřăśśńőěŋĺě E^{′′} ⊂ E, śńőĺ łőšőřőčő | ¡šő őřšőčőŋăńĳŋżě ďőŕőńŋěŋĺ£ ł śńő£ň E^′ ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ śńő£ţ E.

3’. Ěśńĺ śşźěśšćşěš k ćś¿ďş ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śěůěŋĺľ, šő w_n = 0, w_{n−1} = 0, . . . , w_{n−k+1} = 0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśńőěŋĺě řăśŕăďăěšś£ ŋă k-ňěřŋőě šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ĺ ěčő (n − k)-ňěřŋőě ďőŕőńŋěŋĺě.

İšő ďăěš śŕőśőą ćżůĺśńěŋĺ£ łńăśśőć Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ś ŕőňőźĳ¿ śěůěŋĺľ. Ŕşśšĳ ěśšĳ čńăďłőě ňŋőčőőąřăğĺě M^n ĺ čńăďłőě řăśśńőěŋĺě ŋăď ŋĺň. Ćőğĳňěň k śěůěŋĺľ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Řăśśňőšřĺň ć M^n šě šőůłĺ, čďě ¡šĺ śěůěŋĺ£ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. İšő ňŋőęěśšćő ąşďěš (k − 1)-ňěřŋżň ŕőďňŋőęěśšćőň ć M^n (ćőőąźě čőćőř£, ś őśőąěŋŋőśš£ňĺ). Ďń£ ¡šőčő ňŋőęěśšćă łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋ ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě łńăśś łőčőňőńőčĺľ | ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£ ś ¡šĺň ŕőďňŋőęěśšćőň. İšő łăł řăğ ĺ ěśšĳ (n − k + 1)-ľ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ.

Ěźě őďŋő, ąőńěě őąźěě, őŕĺśăŋĺě łńăśśőć Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ŋăď ŕőůšĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ąăğőľ, ďăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ řěŕěřőć.

Ŕşśšĳ V (n, k) | ňŋőčőőąřăğĺě Ÿšĺťěń£, š.ě. ňŋőęěśšćő ŋěğăćĺśĺňżţ křěŕěřőć ć R^n. Ďń£ n-ňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ăśśőűĺĺřőćăŋŋőě řăśśńőěŋĺě ś šőľ ęě ąăğőľ ĺ śńőěň V (n, k). Ă ĺňěŋŋő, ďń£ łăęďőčő śńő£ řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő k-řěŕěřőć ć ¡šőň śńőě.

Ďń£ ĺśţőďŋőčő ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ śşźěśšćşěš k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śěůěŋĺľ, šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš őďŋő śěůěŋĺě ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ Ÿšĺťěń£. Ŕěřćőě ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ¡šőčő śěůěŋĺ£ | ¡ńěňěŋš H^{x+1}(B, π_x(V (n, k)), čďě x | řăğňěřŋőśšĳ ŕěřćőľ ŋěšřĺćĺăńĳŋőľ čőňőšőŕĺůěśłőľ čřşŕŕż V (n, k).

Ńěňňă 1 πi(V (n, k)) = 0 ŕřĺ i < n − k.

Čřşŕŕă π_{n−k} (V (n, k)) ĺğőňőřťŋă Z, ěśńĺ k = 1 ĺńĺ n − k. Ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ π_{n−k} (V (n, k)) ≃ Z_2.

Šăłĺň őąřăğőň, x = n−k ĺ ŕřěŕ£šśšćĺě ńěęĺš ć H^{n−k+1}(B, {π_{n−k}(V (n, k))}). Ěśńĺ čřşŕŕă π_{n−k} (V (n, k)) ĺğőňőřťŋă Z_2, šő śőőšćěšśšćş¿źă£ ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă šřĺćĺăńĳŋă ĺ ĺğőňőřťŋă Z_2, šăł ůšő ňż ŕőńşůăěň ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H^{n−k+1}(B, Z_2). İšő | ć šőůŋőśšĺ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ. Ěśńĺ ęě π_{n−k} (V (n, k)) ĺğőňőřťŋă Z, šő ňőęŋő, łőŋěůŋő, śńěčłă ŕőňşůĺšĳś£, řăśśňăšřĺćă£ łőčőňőńőčĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ćőőąźě čőćőř£ ŋěšřĺćĺăńĳŋőľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě. Őďŋăłő őążůŋő ¡šĺň ğăŋĺňă¿šś£ ńĺÿĳ ŕřĺ k = 1 (ĺśśńěďş£ ¡ľńěřőć łńăśś). Ŕřĺ őąźĺţ ęě k ćňěśšő ¡šőčő śńőľ Z ŋăÿěľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż ŕřĺćőďĺšś£ ŕő ňőďşń¿ ďćőľłĺ, ŕőśńě ůěčő őŋă ćŋőćĳ śšăŋőćĺšś£ šřĺćĺăńĳŋőľ, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś řăśśńőěŋĺ£ řěŕěřőć (ŕřĺćěďěŋŋżľ, śšřőčő čőćőř£, ŕő ňőďşń¿ ďćőľłĺ) | ¡šő śŋőćă łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ.

Ŋăłőŋěű, ěźě őďŋő śćőľśšćő łńăśśőć Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ.

4. Ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě őřĺěŋšĺřşěňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă w_1 = 0.