Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998 č.

1. Ńěłűĺ£ 5

Łńăśśĺťĺűĺřş¿źĺě ŕřőśšřăŋśšćă ďń£ šőŕőńőčĺůěśłĺţ čřşŕŕ őąńăďă¿š śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň. Ŕşśšĳ G_1 ĺ G_2 | šőŕőńőčĺůěśłĺě čřşŕŕż, G_1 → G_2 | ŋěŕřěřżćŋżľ čőňőňőřťĺğň. Šőčďă ěňş śőőšćěšśšćşěš ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě BG_1 → BG_2, ŕřĺůěň őŋő őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ. İšő śőŕőśšăćńěŋĺě śőţřăŋ£ěš (ŋă čőňőšőŕĺůěśłőň şřőćŋě) śćőľśšćă čőňőňőřťĺğňőć: ŋăŕřĺňěř, őšőąřăęěŋĺě BG_1 → BG_3, śőőšćěšśšćş¿źěě łőňŕőğĺűĺĺ čőňőňőřťĺğňőć G_1 → G_2 ĺ G_2 → G_3; čőňőšőŕŋő łőňŕőğĺűĺĺ őšőąřăęěŋĺľ BG_1 → BG_2 ĺ BG_2 → BG_3; cśőŕőśšăćńěŋŋżţ ¡šĺň čőňőňőřťĺğňăň. Ŕő¡šőňş čőćőř£š, ůšő ¡šő śőŕőśšăćńěŋĺě | ťşŋłšőř ĺğ łăšěčőřĺĺ šőŕőńőčĺůěśłĺţ čřşŕŕ ć łăšěčőřĺ¿ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ĺţ ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ, řăśśňăšřĺćăěňżţ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺľ.

Ŕőńĳğş£śĳ ĺğńőęěŋŋőľ ŋă ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺ£ţ ŋăşłőľ, şęě ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ łńăśśż Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ďń£ ŋěłőšőřżţ ćăęŋżţ řăśśńőěŋĺľ, ŕřěęďě ćśěčő ďń£ łăśăšěńĳŋżţ řăśśńőěŋĺľ. Ćżůĺśńĺň, ŋăŕřĺňěř, w(T S^n). Čőňőńőčĺĺ śťěřż ŋěšřĺćĺăńĳŋż ńĺÿĳ ć řăğňěřŋőśš£ţ 0 ĺ n, ŕő¡šőňş ŋěšřĺćĺăńĳŋżň ňőęěš ążšĳ ńĺÿĳ łńăśś w_n(T S^n). Ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő w_n(T S^n) = 0, řăśśňőšřĺň ćńőęěŋĺě S^n ⊂ R^{n+1}. İšő ćńőęěŋĺě ĺŋďşűĺřşěš ŋă śťěřě šřĺćĺăńĳŋőě n + 1-ňěřŋőě řăśśńőěŋĺě R^{n+1}, łőšőřőě £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ őďŋőňěřŋőčő ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ n ĺ łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ fi (řăśśńőěŋĺě n šřĺćĺăńĳŋő). Ŕő ťőřňşńě Şĺšŋĺ ŕőńşůăěň:

w(R^n) = w(fi)w(n):

Ŋő w(R^n) = 1 ĺ w(n) = 1, ŕő¡šőňş w(fi) = 1.

Ňěŋěě šřĺćĺăńĳŋőě şŕřăęŋěŋĺě | ćżůĺśńěŋĺě w(T RP^n).

Ğăďăůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő w(T RP^n) = (1 + ¸)^{n+1}, čďě ¸ | ňşńĳšĺŕńĺłăšĺć-

ŋă£ őąřăğş¿źă£ łőńĳűă H^∗(RP^n; Z_2) = Z_2[¸]=¸^{n+1}.

Ĺğ ¡šőčő, ŋăŕřĺňěř, śńěďşěš, ůšő w(T RP^n) = 1 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n + 1 = 2^k. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ n + 1 ≠ 2^k, šő łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ł RP^n ŋě šřĺćĺăńĳŋő, š.ě. ňŋőčőőąřăğĺě RP^n ŋě ŕăřăńńěńěğşěňő. Čőřăğďő ąőńěě śńőęŋżě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ňŋőčőőąřăğĺě RP^n ŕăřăńńěńěğşěňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n = 1; 3; 7.

Őůěŋĳ ńěčłő ćżůĺśń£šĳ łńăśśż Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ďń£ čřşŕŕ Ńĺ. Ń¿ąă£ čřşŕŕă Ńĺ ŕăřăńńěńěğşěňă, ŕő¡šőňş ěśńĺ G | čřşŕŕă Ńĺ, šő w(G) = 1. Ŋăŕřĺňěř, ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ RR^1 ĺ RP^3 ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřĺňěřă ňőęŋő ććěśšĺ śšřşłšşřş čřşŕŕż Ńĺ. Ŋă RP^7 šăłőľ śšřşłšeřż ŋěš.

Őąřăšŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ

Řăśśňőšřĺň łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ w = 1 + w_1 + w_2 + · · · + w_n, čďě w_i ∈ H^i(B; Z_2) ⊂ H^∗(B; Z_2). Ŋěśńőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ŋěčő ěśšĳ őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš ł łőńĳűě łőčőňőńőčĺľ.

Ńěňňă 1. Ďń£ ń¿ąőčő ść£ğŋőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă B ňŋőęě-

śšćő ćśěţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ćĺďă ¸ = 1 + ¸_1 + ¸_2 + · · · + ¸_n + · · ·, čďě ¸_i ∈ H^i(B; G), őąřăğşěš čřşŕŕş ŕő şňŋőęěŋĺ¿.

Ŋşęŋő ńĺÿĳ ďőłăğăšĳ śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă ˛ = 1 + ˛_1 + ˛_2 + · · · + ˛_n + · · ·. Řăćěŋśšćő

(1 + ¸_1 + ¸_2 + · · · + ¸_n + · · ·)(1 + ˛_1 + ˛_2 + · · · + ˛_n + · · ·) = 1

¡łćĺćăńěŋšŋő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăćěŋśšć ¸_1 +˛_1 = 0, ¸_2 +¸_1˛_1 +˛_2 = 0,: : : Ĺğ ¡šĺţ řăćěŋśšć ňőęŋő ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżřăğĺšĳ ˛_1, ˛_2,: : :

Ďń£ łőŋěůŋőňěřŋőľ ąăğż ŕőńşůă¿šś£ łőŋěůŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ěśńĺ ¸ | ŕőńŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď B, šő őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš ˛ ŋăğżćăěšś£ őąřăšŋżň łńăśśőň Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£.

Ć śńşůăě, łőčďă ąăğă | łőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ¡šőš őąřăšŋżľ łńăśś šăłęě £ćń£ěšś£ łńăśśőň Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď šőľ ęě ąăğőľ. İšő řăśśńőěŋĺě ć ŋěłőšőřőň śňżśńě őąřăšŋő ĺśţőďŋőňş řăśśńőěŋĺ¿.

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ ąăğă B | łőŋěůŋőňěřŋżľ łńěšőůŋżľ łőňŕńěłś. Šőčďă ďń£

ń¿ąőčő ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď B śşźěśšćşěš šăłőě ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě ” ŋăď B, ůšő ⊕ ” ∼ R^N | šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě.

Ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż şąěďĺńĺśĳ, ůšő ňőęŋő ĺŋďşűĺřőćăšĳ ĺğ šăćšőńőčĺůěśłőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď G_n(R^∞) = limG_n(R^N ) ŋěłőšőřżň őšőąřăęěŋĺěň B → G_n(R^∞). Ďń£ łőŋěůŋőňěřŋőľ ąăğż B ğďěśĳ ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ őšőąřăęěŋĺěň B → G_n(R^N ) ś ŋěłőšőřżň łőŋěůŋżň N: ąěśłőŋěůŋőňěřŋżľ čřăśśňăŋĺăŋ ć šăłőň śńşůăě ŋě ŋşęěŋ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő d śşźěśšćşěš šăłőě N(d), ůšő ćśě łńěšłĺ Ÿşąěřšă śšăąĺńĳŋőčő čřăśśňăŋĺăŋă G_n(R^∞), ĺňě¿źĺě řăğňěřŋőśšĳ ŋě ćżÿě d, ńěęăš ć ŋěłőšőřőň ŋěśšăąĺńĳŋőň čřăśśňăŋĺăŋě G_n(R^{N (d)}) ⊂ G_n(R^∞). Ŕő¡šőňş ŕő šěőřěňě ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ őšőąřăęěŋĺě B → G_n(R^∞) čőňőšőŕŋő ŋěłőšőřőňş őšőąřăęěŋĺ¿ ffi : B → G_n(R^n) ć łőŋěůŋőňěřŋżľ čřăśśňăŋĺăŋ.

Ŋăď G_n(R^N ŕőňĺňő šăćšőńőčĺůěśłőčő řăśśńőěŋĺ£ ěśšĳ (N − n)-ňěřŋőě řăśśńőěŋĺě, śőśšő£źěě ĺğ őřšőčőŋăńĳŋżţ ďőŕőńŋěŋĺľ śńőěć ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£. Őŋő ğăďăěš őšőęďěśšćńěŋĺě G_n(R^n) ↔ G_n(R^{N −n}): İšĺ ďćă řăśśńőěŋĺ£ ć śşňňě ďă¿š šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě. Řăśśńőěŋĺě ŋăď B, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě šěň ęě śăňżň őšőąřăęěŋĺěň ffi ĺğ őřšőčőŋăńĳŋőčő ďőŕőńŋěŋĺ£ ł šăćšőńőčĺůěśłőňş řăśśńőěŋĺ¿ ŋăď G_n(R^N ), ĺ ěśšĳ ĺśłőňőě.

Őąřăšŋőě řăśśńőěŋĺě ” őŕřěďěńěŋő ŋě őďŋőğŋăůŋő. Ŋăŕřĺňěř, ć ŕřěďżďşźěľ łőŋśšřşłűĺĺ ŋě ťĺłśĺřőćăŋő ůĺśńő N; ŕő¡šőňş ňőęŋő ĺğňěŋ£šĳ ěčő řăğňěřŋőśšĳ. Ŋő ćśě řăśśńőěŋĺ£, őąřăšŋżě ł ďăŋŋőňş, śšăąĺńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ.

Śšăąĺńĳŋă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ řăśśńőěŋĺľ

Řăśśńőěŋĺ£ _1 ĺ _2 ŋăď ąăğőľ B ŋăğżćă¿š śšăąĺńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ůĺśńă n ĺ m, ůšő _1 ⊕ R^n ∼ _2 ⊕ R^m (ğďěśĳ ŕőďřăğşňěćăěšś£ őążůŋă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ řăśśńőěŋĺľ).

Ŋăŕřĺňěř, łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ł S^n šřĺćĺăńĳŋő ńĺÿĳ ŕřĺ n = 1; 3; 7. Ŋő ¡šő řăśśńőěŋĺě śšăąĺńĳŋő šřĺćĺăńĳŋő ŕřĺ ćśěţ n.

Őŕěřăűĺ£ őąřăźěŋĺ£ řăśśńőěŋĺ£ őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śšăąĺńĳŋőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ŕşśšĳ ğăďăŋő šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő B. Řăśśňőšřĺň ćśě łńăśśż śšăąĺńĳŋőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ ŋăď B. Ěśńĺ B łőŋěůŋőňěřŋő, šő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺĺ ŕř£ňőľ śşňňż. İšş čřşŕŕş őąőğŋăůă¿š KR(B) (K-ťşŋłšőř). Ŋă KR(B) ěśšĳ ěźě ňŋőčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ śšřşłšşř: šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě; ŕőćěďěŋĺě ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšć.

Őšőąřăęěŋĺě B_1 → B_2 ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě KR(B_1) ← KR(B_2), š.ě. Kťşŋłšőř ćěďěš śěą£ łăł šěőřĺ£ łőčőňőńőčĺľ. Őŋ őąńăďăěš ěźě ĺ ŋěłőšőřżňĺ ďřşčĺňĺ śćőľśšćăňĺ łőčőňőńőčĺľ.

Şšćěřęďěŋĺě 1. Ěśńĺ B | łőŋěůŋőňěřŋżľ łńěšőůŋżľ łőňŕńěłś, šő śşźě-

śšćşěš ěśšěśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě KR(B) → H^∗(B; Z_2), ă ĺňěŋŋő: řăśśńőěŋĺ¿ śőŕőśšăćń£ěšś£ ěčő ŕőńŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ, ŕřĺůěň řěğşńĳšăš ğăćĺśĺš šőńĳłő őš łńăśśă śšăąĺńĳŋőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£..

Ŕřĺńőęěŋĺ£ łńăśśőć Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ

Ŕřěŕ£šśšćĺ£ ł ĺňňěřśĺřşěňőśšĺ

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő őšőąřăęěŋĺě M^m → N^n ŋăğżćă¿š ĺňňěřśĺěľ, ěśńĺ ěčő ňăšřĺűă §łőąĺ ćő ćśěţ šőůłăţ ĺňěěš řăŋč m.

Šěőřěňă 2. Ŕşśšĳ (w(T M^m))^{−1} = 1 + ˛1 + · · · + ˛k, čďě ˛k ≠ 0. Šőčďă ěśńĺ

śşźěśšćşěš ĺňňěřśĺ£ ffi : M^m → R^n, šő k ≤ n − m.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě (w(T M^m))^{−1} £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň łńăśśőň Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ŋěłőšőřőčő (n−m)-ňěřŋőčő řăśśńőěŋĺ£, śńőľ łőšőřőčő ŋăď šőůłőľ x ∈ M őšőęďěśšćń£ěšś£ ś őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ć R^n ł őąřăğş łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĺ ł M ć šőůłě ţ ŕőď ďěľśšćĺěň ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£.

Ŋăŕřĺňěř, ďń£ RP^4 őąřăšŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ć řăğňěřŋőśšĺ 3 őšńĺůěŋ őš ŋşń£, ŕő¡šőňş RP^4 ŋěńĳğ£ ĺňňěřśĺřőćăšĳ ć R^6.

Őďŋă ĺğ łńăśśĺůěśłĺţ ğăďăů ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ šőŕőńőčĺĺ śőśšő£ńă ć śńěďş¿źěň. Ŕşśšĳ ğăďăŋő ůĺśńő m. Łăłőćő ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő n = n(m), ďń£ łőšőřőčő ń¿ąőě łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě M^m ňőęŋő ĺňňěřśĺřőćăšĳ ć R^n?

1) Ěśńĺ m = 2^i, šő n = 2m − 1. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ n = 2m − 1, šő ń¿ąőě łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě M^m ňőęŋő ĺňňěřśĺřőćăšĳ ć R^n ŕő šěőřěňě Şĺšŋĺ. Ă ŕřĺňěř ňŋőčőőąřăğĺ£, łőšőřőě (ć śĺńş ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż) ŋěńĳğ£ ĺňňěřśĺřőćăšĳ ć R^n ďăěš RP^m.

2) Ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő m ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě m = 2^{i1} + 2^{i2} + · · ·, čďě i_1 > i_2 > : : : (ďćőĺůŋă£ ğăŕĺśĳ ůĺśńă). Řăśśňőšřĺň ňŋőčőőąřăğĺě (RP^{2i1} ) × (RP^{2i2} ) × · · · Ěčő łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě | ŕř£ňă£ śşňňă łăśăšěńĳŋżţ řăśśńőěŋĺľ, ŕő¡šőňş őąřăšŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ć řăğňěřŋőśšĺ (2^{i1} − 1) + (2^{i2}_1 ) + · · ·. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ d(m) | łőńĺůěśšćő ěďĺŋĺű ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă m, ŋěńĳğ£ ĺňňěřśĺřőćăšĳ ć R^n ŕřĺ n = 2m − d(m) − 1. Ŕő¡šőňş n(m) ≥ 2m − d(m).

Ć śćőě ćřěň£ ążńă čĺŕőšěğă Ňăśśĺ, ůšő ¡šă őűěŋłă šőůŋă£. Ć 80-ě čőďż čĺŕőšěğă Ňăśśĺ ążńă ďőłăğăŋă Ř. Łő¡ŋőň.

Šěőřĺ£ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ

Ŕşśšĳ ğăďăŋő ňŋőčőőąřăğĺě M, ğăďăŋ ŋăąőř ťşŋłűĺľ f_1; : : : ; f_k : M → R, ă ěźě ğăďăŋ ŋăąőř i šőůěł ňŋőčőőąřăğĺ£ M (şğńż ĺŋšěřŕőń£űĺĺ). Ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ’ : M → R šřěąşěšś£ ŕřőĺŋšěřŕőńĺřőćăšĳ ś ğăďăŋŋżňĺ şğńăňĺ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ, š.ě. šřěąşěšś£ ŕőďőąřăšĳ ůĺśńă –_l šăł, ůšőąż ć ń¿ąőň şğńě ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő P –_lf_l = ’.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Śĺśšěňă ťşŋłűĺľ f1; : : : ; fn ŋăğżćăěšś£ i-ĺŋšěřŕőńĺřş¿źěľ

ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ M, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ i şğńőć ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿ ’ ňőęŋő ŕřőĺŋšěřŕőńĺřőćăšĳ ć ¡šĺţ şğńăţ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ťşŋłűĺěľ ćĺďă P –_lf_l.

Ćőğŋĺłăěš ğăďăůă: ďń£ ďăŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ M ĺ ůĺśńă i ŋăľšĺ ůĺśńő I(M; i) | ňĺŋĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć i-ĺŋšěřŕőńĺřş¿źěľ śĺśšěňż.

Ěśńĺ M = R^1, šő I(M; i) = i. Ć łăůěśšćě ĺŋšěřŕőńĺřş¿źěľ śĺśšěňż ňőęŋő ćğ£šĳ ťşŋłűĺĺ (1; x; : : : ; x^{i−1}).

Ěśńĺ M = S^1 ĺ i ŋěůěšŋő, šő šăłęě I(M; i) = i. Ć łăůěśšćě ĺŋšěřŕőńĺřş¿- źěľ śĺśšěňż ňőęŋő ćğ£šĳ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ (i − 1)=2. Ěśńĺ ęě i ŋěůěšŋő, šő I(M; i) = i + 1.

Ć őąźěľ śĺšşăűĺĺ ŋĺęŋ££ (őůěŋĳ ąńĺğłă£ ł šőůŋőľ) őűěŋłă ůĺśńă I(M; i) ŕőńşůăěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ śńěďş¿źĺţ ŕőŋ£šĺľ. Ŕşśšĳ M | ňŋőčőőąřăğĺě ĺ {f_1; : : : ; f_N } | ŋěłőšőřă£ śĺśšěňă ťşŋłűĺľ. Řăśśňőšřĺň łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

B(M; i) = {ŕőďňŋőęěśšćă ňőźŋőśšĺ i ć M}:

Ŋăď B(M; i) ěśšĳ ďćă řăśśńőěŋĺ£. Ă ĺňěŋŋő, šřĺćĺăńĳŋőě N-ňěřŋőě řăśśńőěŋĺě R^N , śńőĺ łőšőřőčő őšőęďěśšćń£¿šś£ ś ŕřőśšřăŋśšćőň ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ťşŋłűĺľ f_1; : : : ; f_N , ĺ i-ňěřŋőě řăśśńőěŋĺě ^i, śńőľ łőšőřőčő ŋăď ŋăąőřőň šőůěł x_1; : : : ; x_i | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ťşŋłűĺľ ŋă ¡šőň ňŋőęěśšćě šőůěł. Ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłĺľ čőňőňőřťĺğň őčřăŋĺůěŋĺ£ ŕěřćőčő řăśśńőěŋĺ£ ćő ćšőřőě: ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ B(M; i), šő ěśšĳ ŋăąőřă šőůěł (x_1; : : : ; x_i) ∈ M, šőůłě śńő£ ŕěřćőčő řăśśńőěŋĺ£, š.ě. ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ťşŋłűĺľ f_1; : : : ; f_N , śőŕőśšăćń£ěň ŋăąőř ěě ğŋăůěŋĺľ ć šőůłăţ x_1; : : : ; x_i.

Şšćěřęďěŋĺě 2. Śĺśšěňă ťşŋłűĺľ {f1; : : : ; fN } £ćń£ěšś£ i-ĺŋšěřŕőńĺřş¿-

źěľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ¡šő őšőąřăęěŋĺě ś¿řžěłšĺćŋő.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš i-ĺŋšěřŕőńĺřş¿źă£ śĺśšěňă ťşŋłűĺľ ś N = i; šő ¡šĺ ďćă řăśśńőěŋĺ£ ďőńęŋż ążšĳ ĺğőňőřťŋż. Ŋő ďń£ S^1 ŕřĺ ůěšŋőň i ćšőřőě řăśśńőěŋĺě ŋěőřĺěŋšĺřşěňő.

Šěőřěňă 3. Ďń£ ń¿ąőčő M; I(M; i) ≥ i + deg(w(^i))^{−1}, čďě deg(w(^i))^{−1} |

śšăřÿă£ řăğňěřŋőśšĳ, ć łőšőřőľ őąřăšŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ řăśśńőěŋĺ£ ^i ŋăď B(M; i) ŋě řăćěŋ 0.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě řăśśńőěŋĺľ ś¿řžěłšĺćŋő, šő ěčő £ďřă šőęě őąřăğş¿š řăśśńőěŋĺě. Ŕřĺ ¡šőň (w(^i))^{−1} | łńăśś Ÿšĺťěń£ | Şĺšŋĺ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ £ďěř, řăğňěřŋőśšĳ łőšőřőčő, ś őďŋőľ śšőřőŋż, řăćŋă N − n, ă ś ďřşčőľ ŋě ňěŋĳÿě ůěň deg(w(^i))^{−1}.

Ŕřĺňěř 1. Ŕşśšĳ ŋăŕřĺňěř M = R^2: Ŋěśńőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő I(R^2; 2) = 3

(ĺŋšěřŕőńĺřş¿źă£ śĺśšěňă 1; x; y), I(R^2; 3) = 4 (ĺŋšěřŕőńĺřş¿źă£ śĺśšěňă 1; x; y; x^2 + y^2). Ŋěőęĺďăŋŋżň őąřăğőň, śńěďş¿źĺľ ůńěŋ ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, I(R^2; 4), řăćěŋ 7.

Ćőőąźě, ďń£ ń¿ąőčő i śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő I(R^2; i) ≤ 2i − 1. Ůšőąż ěčő ďőłăğăšĳ, řăśśňőšřĺň ŕńőśłőśšĳ łăł C^1, ććěďěň łőňŕńěłśŋş¿ łőőřďĺŋăšş z ĺ ćőğĳňěň ťşŋłűĺĺ 1; Re z; Im z; Re z^2; Imz^2; : : : ; Re z^{i−1}; Im z^{i−1}.

Őűěŋłă śŋĺğş ĺňěěš ćĺď I(R^2; i) ≥ 2i − d(i), čďě d(i) | łőńĺůěśšćő ěďĺŋĺű ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă i. Őŋă ćżšěłăěš ĺğ ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż ĺ ŕřĺŋăďńěęăźěčő Ď.Ą.Ťşłśş ĺğşůěŋĺ£ łőńěű H^∗(B(R^2; i); Z_2).

Ěśńĺ i { śšěŕěŋĳ ďćőľłĺ, šő ćěřţŋ££ ĺ ŋĺęŋ££ őűěŋłĺ śőćŕăďă¿š. Şďĺćĺšěńĳŋżň őąřăğőň, ć ŕěřćőň ęě śńşůăě, łőčďă ¡šĺ ďćě őűěŋłĺ ŋě śőćŕăďă¿š, š.ě. ŕřĺ i = 3; šőůŋă śńőęŋă£ ŋĺęŋ££ őűěŋłă, ă ŋě ŕřőśšă£ ćěřţŋ££.