Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998 č.

1 Ńěłűĺ£ 6

Łőąőřďĺğň

Ŕşśšĳ M^n | čńăďłőě łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£. Čőćőř£š, ůšő ňŋőčőőąřăğĺě M^n łőąőřďăŋšŋő ŋşń¿, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ łřăěň ŋěłőšőřőčő łőňŕăłšŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W^{n+1}, š.ě. M^n = ∂W^{n+1}.

Ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n_1 ĺ M^n_2 (ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋő) łőąőřďăŋšŋż, ěśńĺ ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě łőąőřďăŋšŋő ŋşń¿. Ěśšĳ ěźě ŕőŋ£šĺě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő łőąőřďĺğňă, łőčďă šřěąşěšś£, ůšőąż őřĺěŋšăűĺ£ łřă£ ňŋőčőőąřăğĺ£ W^{n+1} śőćŕăďăńă ś őřĺěŋšăűĺ£ňĺ ňŋőčőőąřăğĺľ M^n_1 ĺ M^n_2 . Ŋő śěľůăś ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ šőńĳłő ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżň łőąőřďĺğňőň.

Ĺňě¿šś£ ŕřěŕ£šśšćĺ£ ł łőąőřďăŋšŋőśšĺ | ůĺśńă Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ. Ć śńşůăě ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő łőąőřďĺğňă őŋĺ ďă¿š šőůŋżľ łřĺšěřĺľ łőąőřďăŋšŋőśšĺ.

Ůĺśńă Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ Ŕşśšĳ M^n | čńăďłőě ňŋőčőőąřăğĺě ĺ w_1, . . . , w_n ∈ H^∗(M^n, Z_2) | ěčő łńăśśż Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ. Řăśśňőšřĺň ĺţ ćśěćőğňőęŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ w_{k1} · . . . · w_km ůĺśšőľ řăğňěřŋőśšĺ n (ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő k_1 +· · ·+k_m = n), ŕřĺ ¡šőň ĺŋďěłśż k_j ňőčşš ŕőćšőř£šĳś£. Śŕăřĺćă£ łńăśś w_{k1} ·. . .·w_km ∈ H^n(M^n, Z_2) ś ťşŋďăňěŋšăńĳŋżň łńăśśőň ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n, ńěęăźĺň ć H_n(M^n, Z_2) = Z_2, ŕőńşůăěň ůĺśńő Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ, śőőšćěšśšćş¿źěě (ŋěşŕőř£ďőůěŋŋőňş) řăğąĺěŋĺ¿ ůĺśńă n ć śşňňş k_1 + · · · + k_m.

Šěőřěňă 1 Ěśńĺ ňŋőčőőąřăğĺě M^n łőąőřďăŋšŋő ŋşń¿, šő ćśě ěčő ůĺśńă Ÿšĺ-

ťěń£{Şĺšŋĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ćśěň šăłĺň řăğąĺěŋĺ£ň, řăćŋż ŋşń¿.

Ğăŕĺÿěň šőůŋş¿ łőčőňőńőčĺůěśłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăřż (W^{n+1}, M^n):

→ H^n(W^n)^{i�}−→ H^n(M^n)^δ−→ H^{n+1}(W^{n+1}, M^n) →

(ĺňě¿šś£ ć ćĺďş łőčőňőńőčĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ Z_2). Ş ňŋőčőőąřăğĺ£ W^{n+1} šăłęě ěśšĳ łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ĺ ěśšĳ łńăśśż Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ. Ć őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă M^n łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ł W^{n+1} řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ł M^n ĺ šřĺćĺăńĳŋőčő, ŕő¡šőňş ćśě łńăśśż Ÿšĺťěń£{ Şĺšŋĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n ĺŋďşűĺřş¿šś£ ĺğ őďŋőĺňěŋŋżţ łńăśśőć (łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£) W^{n+1} ŕřĺ šőęďěśšćěŋŋőň ćńőęěŋĺĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ćśě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ w_{k1} · . . . · w_km ∈ H^n(M^n) ńěęăš ć őąřăğě őšőąřăęěŋĺ£ i_∗, ă ğŋăůĺš, őŋĺ ńěęăš ć £ďřě őšőąřăęěŋĺ£ δ.

Řăśśňőšřĺň ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě čőňőńőčĺůěśłĺě łńăśśż ŋăÿĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ: [M^n] ∈ H_n(M^n) ĺ [W^{n+1}] ∈ H_{n+1}(W^{n+1}, M^n). Ŕěřćżľ ĺğ ŋĺţ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ćšőřőčő ŕřĺ čřăŋĺůŋőň čőňőňőřťĺğňě ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż (W^{n+1}, M^n). Ďń£ ń¿ąőčő α ∈ H^n(M^n) ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő ⟨[M^n], α⟩ = ⟨[W^{n+1}], δα⟩, čďě δ : H^n(M^n) → H^{n+1}(W^{n+1}, M^n) | łőčřăŋĺůŋżľ őŕěřăšőř. Ěśńĺ α = w_{k1} · . . . · w_km, šő δα = 0, ŕő¡šőňş ⟨[M^n], α⟩ = 0.

Ŋăŕřĺňěř, ŕřőěłšĺćŋă£ ŕńőśłőśšĳ RP^2 ŋě łőąőřďăŋšŋă ŋşń¿, ŕőšőňş ůšő ěě ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ŋěůěšŋă.

Šěőřěňă 2 Ěśńĺ ćśě ůĺśńă Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n řăćŋż ŋşń¿,

šő őŋő (ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋő) łőąőřďăŋšŋő ŋşń¿.

İšă šěőřěňă (ŕřĺŋăďńěęăźă£ Šőňş) ďőłăğżćăěšś£ őůěŋĳ šřşďŋő. Řăśśňőšřĺň śćőąőďŋş¿ ăąěńěćş čřşŕŕş, ŕőřőęďěŋŋş¿ ćśěňĺ čńăďłĺňĺ łőňŕăłšŋżňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ (ąěğ łřă£, ŋő ćőőąźě čőćőř£ ŋěść£ğŋżňĺ) řăğňěřŋőśšĺ n ĺ ŕřőťăłšőřĺğşěň ěě ŕő ŕőďčřşŕŕě, ŕőřőęďěŋŋőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ, łőąőřďăŋšŋżňĺ ŋşń¿. Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě 2M^n = 0 (ďěľśšćĺšěńĳŋő, 2M^n = ∂(M^n × [0, 1])), ŕő¡šőňş ć řěğşńĳšăšě ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕőńşůĺň ăąěńěćş čřşŕŕş, ćśě ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ ĺňě¿š ŕőř£ďőł 2. İšş čřşŕŕş ŋăğżćă¿š čřşŕŕőľ n-ňěřŋżţ (ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ) łőąőřďĺğňőć.

Ĺğ ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż śńěďşěš, ůšő řăğňěřŋőśšĳ (ŋăď Z_2) čřşŕŕż n-ňěř-ŋżţ łőąőřďĺğňőć ŋě ąőńĳÿě łőńĺůěśšćă ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżţ řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n ŋă ŕőńőęĺšěńĳŋżě śńăčăěňżě. Ŋő ňěęďş ŋěłőšőřżňĺ ůĺśńăňĺ Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ěśšĳ śőőšŋőÿěŋĺ£, ćżŕőńŋ£¿źĺěś£ ŋă ćśěţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ ďăŋŋőľ řăğňěřŋőśšĺ. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ ďćşňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě w^2_1 = w_2:

ďń£ ćśěţ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ ŕőćěřţŋőśšěľ ¡šőš łńăśś ŋşńěćőľ, ă ďń£ ćśěţ ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ | ŋěš. Ěśńĺ şůěśšĳ šăłĺě śőőšŋőÿěŋĺ£, šő łăł řăğ ĺ ŕőńşůĺň čřşŕŕş łőąőřďĺğňă, řăğňěřŋőśšĳ łőšőřőľ ąşďěš ŋěśłőńĳłő ňěŋĳÿě ůěň ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ.

Ŕřěŕ£šśšćĺ£ ł ćńőęĺňőśšĺ

Ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ ł ćńőęĺňőśšĺ ňŋőčőőąřăğĺľ ć ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ ěźě ďćă ŕőŋ£šĺ£.

Ĺğőňőřťĺğň Šőňă Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě E → B ś łńěšőůŋőľ ąăğőľ B. Ŕőńőęĺň E_0 = E \ {ŋşńěćőě śěůěŋĺě}. (Ďřşčă£ ćőğňőęŋőśšĳ, ŕřĺ łőšőřőľ ćśě ŋĺęěśńěďş¿źĺě ťőřňşńĺřőćłĺ šăłęě ćěřŋż, šăłőćă: ććěďěň ŋă řăśśńőěŋĺĺ E ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ E_0 ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěłšőřőć ćő ćśěţ śńő£ţ, ďńĺŋă łőšőřżţ ŋě ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż (ĺńĺ ń¿ąőčő ďřşčőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă).) Ş ĺğőňőřťĺğňă Šőňă ěśšĳ šřĺ ťőřňşńĺřőćłĺ:

1) H^k(B, Z_2) ≃ H^{k+n}(E, E_0, Z_2);

2) ěśńĺ řăśśńőěŋĺě őřĺěŋšĺřşěňő, šő H^k(B, Z) ≃ H^{k+n}(E, E_0 : Z); 3) ďń£ ń¿ąőčő řăśśńőěŋĺ£ H^k(B, Z) ≃ H^{k+n}(E, E_0; Or ), čďě Or | "őřĺěŋšĺřş¿źĺľ ŕşůőł", š.ě. ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă čřşŕŕ śő śńőěň Z, śńěď£źă£ ğă őřĺěŋšăűĺěľ řăśśńőěŋĺ£.

Ćśě ¡šĺ şšćěřęďěŋĺ£ őůěćĺďŋżň őąřăğőň ŕőńşůă¿šś£ ĺğ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăśśńőěŋĺ£ ŕăř

(E, E_0)^(R n_,Rn_{\0)} −→ B. Łőčőňőńőčĺĺ (ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ Z_2) ŕăřż (R^n, R^n \0) řăćŋż Z_2 ć řăğňěřŋőśšĺ n ĺ šřĺćĺăńĳŋż ć őśšăńĳŋżţ řăğňěřŋőśš£ţ, ŕő¡šőňş łőčőňőńőčĺĺ ŕăřż (E, E_0) ŕőńşůă¿šś£ ĺğ łőčőňőńőčĺľ B ŕőďŋ£šĺěň řăğňěřŋőśšĺ ŋă n. Ďń£ őřĺěŋšĺřşěňőčő řăśśńőěŋĺ£ ¡šő ćěřŋő ĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ Z. Ďń£ ŋěőřĺěŋšĺřşěňőčő řăśśńőěŋĺ£ ć śńşůăě űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺţőďĺšś£ řăśśňăšřĺćăšĳ łőčőňőńőčĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě.

Ďń£ ŋăÿĺţ űěńěľ ŕőłă ďőśšăšőůŋő ŕěřćőľ ťőřňşńĺřőćłĺ.

Ŋőřňăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě Ŕşśšĳ ňŋőčőőąřăğĺě M^n ćńőęěŋő ć ňŋőčőőąřăğĺě K^{n+k} łăł řěčşń£řŋőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě. Šőčďă ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŋőřňăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ŋă M^n łăł ťăłšőř łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ł K^{n+k} (řăśśňăšřĺćăěňőčő šőńĳłő ć šőůłăţ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n) ŕő łăśăšěńĳŋőňş řăśśńőěŋĺ¿ M^n. Ŕő-ďřşčőňş ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŋőřňăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć ł K^{n+k}, ŕřĺńőęěŋŋżţ ć šőůłăţ M^n ĺ őřšőčőŋăńĳŋżţ ćśěň łăśăšěńĳŋżň ćěłšőřăň ł M^n; ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ććěśšĺ ŋěłőšőřş¿ řĺňăŋőćş śšřşłšşřş ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ K^{n+k}.

Ążćă¿š ŕńőţĺě ćńőęěŋĺ£, ŋăŕřĺňěř, ćś¿ďş ŕńőšŋă£ őąňőšłă šőřă

R → T^2 = S^1 × S^1 : t → (at, bt) (mod 2π),

čďě ůĺśńă a ĺ b ŋěśőĺğňěřĺňż. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő řěčşń£řŋżě ćńőęěŋĺ£, š.ě. šăłĺě ćńőęěŋĺ£, ůšő ş ń¿ąőľ šőůłĺ m ∈ M ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ, ć łőšőřőľ ŕăřă (K, M) ďĺťťěőňőřťŋă ŕăřě (R^{n+k}, R^n). Ďń£ řěčşń£řŋőśšĺ ďőśšăšőůŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż őąřăğ ňŋőčőőąřăğĺ£ M ążń ğăňłŋşš ć K.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1 Ěśńĺ ňŋőčőőąřăğĺě M^n ŋě ĺňěěš łřă£ ĺ ćńőęěŋő ć K^{n+k}

šăł, ůšő ěčő őąřăğ ğăňłŋşš ć K^{n+k}, šő M^n őąńăďăěš šřşąůăšőľ őłřěśšŋőśšĳ¿, čőňěőňőřťŋőľ šőšăńĳŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£.

Šřşąůăšă£ őłřěśšŋőśšĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n | ¡šő ěčő őłřěśšŋőśšĳ, ďń£ łőšőřőľ śşźěśšćşěš řěšřăłűĺ£ ŋă M^n, £ćń£¿źă£ś£ ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋżň řăśśńőěŋĺěň śő śńő£ňĺ, čőňěőňőřťŋżňĺ R^k.

Šěőřěňă ő śşźěśšćőćăŋĺĺ šřşąůăšőľ őłřěśšŋőśšĺ ďőłăğżćăěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ řĺňăŋőćőľ čěőňěšřĺĺ. Ĺğ łăęďőľ šőůłĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n ćżŕşśłăěň čěőďěğĺůěśłĺě ćő ćśěţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ, őřšőčőŋăńĳŋżţ M^n. Čěőďěğĺůěśłĺě ďőśšăšőůŋő ňăńőľ ďńĺŋż ŕőŕăřŋő ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ŋě ŕěřěśěłă¿š ŕőćšőřŋő ňŋőčőőąřăğĺě M^n, ĺ ŕőłřżćă¿š ćśě šőůłĺ, ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺě ł M^n. Ŕő¡šőňş ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ďăěš šřşąůăšş¿ őłřěśšŋőśšĳ. Ŕřőěłűĺ£ ŋă M^n śőŕőśšăćń£ěš łăęďőľ šőůłě őłřěśšŋőśšĺ šş (ěďĺŋśšćěŋŋş¿) šőůłş, ĺğ łőšőřőľ ążńă ćżŕşźěŋă ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ ŋěě čěőďěğĺůěśłă£.

Ŕşśšĳ M | r-łőňŕőŋěŋšŋőě łőňŕăłšŋőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£, EM | ěčő šřşąůăšă£ őłřěśšŋőśšĳ: M ⊂ EM ⊂ K. Ńěčłő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ łőčőňőńőčĺľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ Z_2

H^k(K, K \ M) = H^k(EM, EM \ M) = H^k(νM, νM \ M) = H^0(M, Z_2) = Z^r_2 (1)

(ğďěśĳ ć šřěšĳěľ śłőąłě νM | ŋőřňăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, ă M řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł ŋşńěćőě śěůěŋĺě ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£). Řăśśňőšřĺň šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăřż (K, M) : → H^k(K, K \ M) → H^k(K) → H^k(M) → (2) Ć H^0(M, Z_2) ěśšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ łőűĺłń, ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ğŋăůěŋĺě 1 ŋă ń¿ąőľ šőůłě; őŋ ďćőľśšćěŋ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőňş űĺłńş. Ĺğőňőřťĺğň (1) śőŕőśšăćń£ěš ěňş ¡ńěňěŋš ć H^k(K, K \ M) (šăłęě ŋăğżćăěňżľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżň). Ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ H^k(K, K \ M) → H^k(K) ¡šőš łőűĺłń ŕěřěţőďĺš ć łőűĺłń H^k(K), ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě ł ťşŋďăňěŋšăńĳŋőňş űĺłńş M: ěčő ğŋăůěŋĺě ŋă kňěřŋőľ śĺŋčşń£řŋőľ űěŕĺ ć K, ŋăţőď£źěľś£ ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺĺ ś M, řăćŋő ůĺśńş (mod 2) šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ űĺłńă ś śĺňŕńěłśőň. Ŕőśńěďŋ££ śšřěńłă ć (2) | ¡šő őčřăŋĺůěŋĺě łőűĺłńă ć K ďő łőűĺłńă ć M.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2 Ŕřĺ śłćőğŋőň őšőąřăęěŋĺĺ (2) ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ łőűĺłń

ŕěřěţőďĺš ć w_k(νM) (łńăśś Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£).

Śňżśń ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ŕşśšĳ [a] ∈ H_k(M, Z_2). Ňż ţőšĺň ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ŋă ŋěň ŋăÿěčő łőűĺłńă ć K. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő śńěčłă ěčő ŕőÿěćěńĺšĳ, ŕřĺćěď£ ć őąźěě ŕőńőęěŋĺě ś M ĺńĺ, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő, ŕőÿěćěńĺšĳ śăňő M ĺ ćğ£šĳ ŕěřěśěůěŋĺě ś (ŋěŕőÿěćěńěŋŋżň) űĺłńőň [a]. Ŕőÿěćěńĺšĳ | ¡šő ğŋăůĺš ćğ£šĳ ňăńěŋĳłőě ćěłšőřŋőě ŕőńě ć K ćąńĺğĺ M ĺ śďćĺŋşšĳ M ćďőńĳ ¡šőčő ŕőń£ ćŋşšřĺ K. Ěśńĺ ŕőńě | őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, šő śďćĺŋşšőě ňŋőčőőąřăğĺě M šřăŋśćěřśăńĳŋő ĺśţőďŋőňş (ĺ űĺłńş [a], ńěęăźěňş ć ŋěň), ŕő¡šőňş ĺśłőňőě ğŋăůěŋĺě | ¡šő ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£ űĺłńă [a] ś ňŋőęěśšćőň ŕěřěśěůěŋĺ£ śďćĺŋşšőčő M ĺ ŋěśďćĺŋşšőčő. İšő ňŋőęěśšćő śőőšćěšśšćşěš šěň šőůłăň M, łőšőřżě ŋě śďćĺŋşńĺśĳ ć ŋőřňăńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ŋő ¡šő ĺ ěśšĳ űĺłń, ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě łńăśśş w_k(νM). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćěłšőřŋőě ŕőńě | ¡šő śěůěŋĺě ŋăď M łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ T K. Ŕőśńě ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕő ňőďşń¿ łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ T M ŕőńşůăěň śěůěŋĺě ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£. Šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőÿěćěńěŋŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ M ĺ ĺśţőďŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ M łăł řăğ śőőšćěšśšćş¿š šěň šőůłăň, ďń£ łőšőřżţ śěůěŋĺě ŋşńěćőě. İšőš űĺłń ďćőľśšćěŋ ŕő Ŕşăŋłăřě k-ňş łńăśśş Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£.

Ěśńĺ K | ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, K = R^k, šő ŕőńŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£{ Şĺšŋĺ ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ł M ć K ŋě ğăćĺśĺš őš ćńőęěŋĺ£ (ĺ őš ůĺśńă k) Ěčő ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕő ťőřňşńě Şĺšŋĺ: w(νM) = (w(T M))^{−1}.

Šěőřěňă 3 Ěśńĺ śşźěśšćşěš ćńőęěŋĺě M^n → R^{n+k}, šő wk(νM) = 0.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć śĺńş ŕőśńěďŋěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ ¡šőš łńăśś ńěęĺš ć őąřăğě śłćőğŋőčő čőňőňőřťĺğňă (2), ŕřőţőď£źěčő ůěřěğ ŋşńěćş¿ čřşŕŕş H^k(R^{n+k}, Z_2).

İšă őűěŋłă řăğňěřŋőśšĺ řőćŋő ŋă 1 ńşůÿě, ůěň őűěŋłă, łőšőřş¿ ňż ŕőńşůĺńĺ ďń£ ĺňňěřśĺľ. Ďń£ ĺňňěřśĺľ şšćěřęďăńőśĳ, ůšő ěśńĺ w_k(νM) ≠ 0, šő ňŋőčőőąřăğĺě M ŋěńĳğ£ ĺňňěřśĺřőćăšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n + k − 1.

Ş ¡šőľ šěőřěňż ěśšĳ ŕřőśšőľ śňżśń. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě őšőąřăęěŋĺě őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ M^n → R^{n+k} ĺ řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ďćőľŋżţ šőůěł (š.ě. šăłĺţ šőůěł a, ůšő śşźěśšćşěš šőůłă b ≠ a, ďń£ łőšőřőľ f(a) = f(b)). Ć śńşůăě őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ğăňżłăŋĺě ¡šőčő ňŋőęěśšćă ć őłřěśšŋőśšĺ łăęďőľ šőůłĺ ďĺťťěőňőřťŋő ŕőńşăńčěąřăĺůěśłőňş (n − k)-ňěřŋőňş ňŋőęěśšćş, ďń£ łőšőřőčő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś (mod 2), ă śńěďőćăšěńĳŋő ĺ ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě k-ňěřŋżľ łńăśś ć H^k(M, Z_2). İšő ąşďěš łńăśś w_k(νM).

Ŕřěďŕőńőęĺň ŋăŕřĺňěř, ůšő őšőąřăęěŋĺě M^n → R^{n+k} £ćń£ěšś£ ţőš£ ąż ĺňňěřśĺěľ. Ŕőŕřőąşěň ćżůĺśńĺšĳ łńăśś čőňőńőčĺľ ňŋőęěśšćă ďćőľŋżţ šőůěł. Ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ őŋĺ őąřăğş¿š ŕőďňŋőęěśšćő łőřăğňěřŋőśšĺ k. Łăłőľ űĺłń ćżśěůěš ŋă śěąě śńěčłă ŕőÿěćěńěŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě? Ś őďŋőľ śšőřőŋż, ¡šőš űĺłń čőňőńőčĺůěŋ 0, ŕőšőňş ůšő ňż śŕăřĺćăěň ďćă łńăśśă k-ňěřŋżţ čőňőńőčĺľ ŕřőśšřăŋśšćă R^n. (Ňż ňőčńĺ ąż ŕőÿěćěńĺšĳ ňŋőčőőąřăğĺě ŋě śńěčłă, ă śďćĺŋşć ěčő ďăńěłő; šőčďă ŕěřěśěůěŋĺě ążńő ąż ŕşśšő.) Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ ňăńőň ÿěćěńěŋĺĺ ŕőńşůă¿šś£ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ šĺŕőć:

1) šřăŋśćěřśăńĳŋżě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ĺśţőďŋőľ ĺňňěřśĺĺ ůşšĳ śďćĺčă¿šś£ ĺ őŕřěďěń£¿š ć ń¿ąőň ¡łğěňŕń£řě ňŋőčőőąřăğĺ£ M | ŕőÿěćěńěŋŋőň ĺńĺ ŋěŕőÿěćěńěŋŋőň | šőš ęě łńăśś čőňőńőčĺľ, ůšő ĺ śšăřőě ňŋőęěśšćő ďćőľŋżţ šőůěł;

2) šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£, ŕőńşůă¿źĺěś£ ĺğ "ąńĺğłĺţ šőůěł": őŋĺ ćőğŋĺłă¿š ŕřĺ śďćĺčě ňŋőčőőąřăğĺ£ ćďőńĳ śăňőčő śěą£; őŋĺ śőőšćěšśšćş¿š ŋşń£ň šĺŕĺůŋőčő śěůěŋĺ£ ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£.

Ćšőřőě ňŋőęěśšćő őŕřěďěń£ěš łńăśś čőňőńőčĺľ, ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě łńăśśş w_k(νM). Ŋő, łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, śşňňă ŕěřćőčő ĺ ćšőřőčő łńăśśőć čőňőńőčĺůŋă ŋşń¿. Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő ďćőľŋżţ šőůěł ĺśţőďŋőľ ĺňňěřśĺĺ ďćőľśšćěŋŋő ŕő Ŕşăŋłăřě łńăśśş w_k(νM).

Ŕőůšĺ šě ęě řăśśşęďěŋĺ£ ďőłăğżćă¿š śńěş¿źş¿ šěőřěňş. Šěőřěňă 4 Ěśńĺ M őřĺěŋšĺřőćăŋő ĺ śşźěśšćşěš ćńőęěŋĺě M^n → R^{n+k}, šő

(űěńőůĺśńěŋŋżľ) łńăśś İľńěřă ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ł M ć R^{n+k} řăćěŋ 0.