Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998 č.

1 Ńěłűĺ£ 7

Łńăśśż, ďćőľśšćěŋŋżě őśőąěŋŋőśš£ň

Ďń£ őšőąřăęěŋĺ£ M^m → R^n ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ňŋőęěśšćő ěčő őśőążţ (ć šőň ĺńĺ ĺŋőň śňżśńě) šőůěł. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ňż ğăŋĺňăěňś£ ğăďăůěľ ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ĺňňěřśĺĺ M^m → R^n, šő őśőążňĺ šőůłăňĺ ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ šě šőůłĺ, ć łőšőřżţ ćżřőęďăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺăń őšőąřăęěŋĺ£. Ěśńĺ ňż ğăŋĺňăěňś£ ğăďăůěľ ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ćńőęěŋĺ£, šő őśőążňĺ ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ ěźě ĺ ďćőľŋżě šőůłĺ (š.ě. šőůłĺ M^m, őąřăğż łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ś őąřăğăňĺ ďřşčĺţ šőůěł). Śşźěśšćş¿š ĺ ąőńěě šőŋłĺě ğăďăůĺ ő śşźěśšćőćăŋĺĺ őšőąřăęěŋĺľ, ćőőąźě čőćőř£ ĺňě¿źĺţ őśőążě šőůłĺ, ŋő ŋě śńĺÿłőň śńőęŋżě (ŋăŕřĺňěř, őšőąřăęěŋĺ£ M^m → R^n, ş łőšőřżţ řăŋč ďĺťťěřěŋűĺăńă ňőęěš ŕăďăšĳ ŋě ąőńěě ůěň ŋă k, ĺńĺ ĺňě¿źĺě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřăšŋőśšĺ ŋě ćżÿě k).

Řăśśňőšřĺň ğăňżłăŋĺě ňŋőęěśšćă őśőążţ šőůěł. Ć śńşůăě őšőąřăęěŋĺ£ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ¡šő ňŋőęěśšćő ć łăęďőľ őłřěśšŋőśšĺ őąžěňńěňő ďĺťťěőňőřťŋő ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőęěśšćş. Ďń£ šăłőčő ňŋőęěśšćă śşźěśšćşěš šřĺăŋčşń£űĺ£, ă ğŋăůĺš, śşźěśšćşěš łńăśś łőčőňőńőčĺľ (ŕő łřăľŋěľ ňěřě ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć Z_2), ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě ¡šőňş ňŋőęěśšćş. Őŋ śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ďěťőřňăűĺ£ţ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ďń£ łăłőčő-šő őšőąřăęěŋĺ£ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŕőńşůăěšś£ ŋěŋşńěćőľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ, šő ĺ ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŕőńşůăěšś£ ŋěŋşńěćőľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ. İšĺň śćőľśšćőň ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ ĺňňěřśĺľ ĺ ćńőęěŋĺľ: ěśńĺ łńăśś łőčőňőńőčĺľ, ďćőľśšćěŋŋżľ ğăňżłăŋĺ¿ ňŋőęěśšćă őśőążţ šőůěł, őšńĺůěŋ őš ŋşń£, šő ¡šő ňŋőęěśšćő ŋě ňőęěš ążšĳ ŕşśšżň.

Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őśőąěŋŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺ£ M^m ć ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőčőőąřăğĺě N^n ĺ ŕőśšřőĺšĳ łńăśś łőčőňőńőčĺľ, ďćőľśšćěŋŋżľ ¡šőňş ňŋőęěśšćş. İšőš łńăśś £ćń£ěšś£ ŕřěŕ£šśšćĺěň ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ ŋěőśőąőčő őšőąřăęěŋĺ£ ć šőň ęě čőňőšőŕĺůěśłőň łńăśśě.

Ůăśšő őłăğżćăěšś£, ůšő ěśńĺ šăłőľ ŕřěŕ£šśšćş¿źĺľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ ŋşńěćőľ, šő ďěľśšćĺšěńĳŋő śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě, ďń£ łőšőřőčő ňŋőęěśšćő őśőąěŋŋőśšěľ ŕşśšő.

Ćňěśšő šőčő ůšőąż řăśśňăšřĺćăšĳ ćśě őśőążě šőůłĺ, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ńĺÿĳ šě őśőążě šőůłĺ, ć łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺš ůšő-šő ąőńěě śńőęŋőě, š.ě. řăśśňăšřĺćăšĳ őśőąěŋŋőśšĺ łăłőčő-šő śŕěűĺăńĳŋőčő šĺŕă. Ć šăłőň śńşůăě šőęě ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ. Šăł ĺŋőčďă şďăěšś£ ŕőśšřőĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ŕřěŕ£šśšćĺě, ŋăŕřĺňěř, ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ ĺňňěřśĺĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňőęěš őłăğăšĳś£, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ őśőążţ šőůěł őŕřěďěń£ěš ŋşńěćőľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ, ĺ ğŋăůĺš ŋă ŕőğćőń£ěš ďőłăğăšĳ őšśşšśšćĺě ĺňňěřśĺľ. Ŋő ňőęěš ążšĳ ňŋőęěśšćő őśőążţ šőůěł, ć łőšőřżţ řăŋč ďĺťťěřěŋűĺăńă ŕăďăěš ŋă 2, şęě čőňőńőčĺůěśłĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋő ĺ ćśě-šăłĺ ďăěš šăłőě ďőłăğăšěńĳśšćő.

Łńăśśĺťĺłăűĺ£ őśőąěŋŋőśšěľ Ŕřőśšěľÿă£ łńăśśĺťĺłăűĺ£ őśőąěŋŋőśšěľ | ŕő řăŋčş ďĺťťěřěŋűĺăńă (ĺńĺ, ć łőőřďĺŋăšŋőľ ğăŕĺśĺ, ňăšřĺűż §łőąĺ).

Ďĺťťěřěŋűĺřşěňőě őšőąřăęěŋĺě f : M^m → N^n őŕřěďěń£ěš ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ M^m ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě df : T_xM^M → T_{f (x)}N^n. Šőůłă x | ŋěőśőąă£ ďń£ f, ěśńĺ řăŋč ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ řăćěŋ min(m, n), ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě f ĺňěěš őśőąěŋŋőśšĳ ć šőůłě x.

Ďăńěě, f ĺňěěš ć šőůłě x őśőąěŋŋőśšĳ šĺŕă ˚^i ěcńĺ i | řăğňěřŋőśšĳ £ďřă őšőąřăęěŋĺ£ df|_x. Ěśńĺ ć ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ćąńĺğĺ šőůěł x ĺ f(x) őšőąřăęěŋĺě f ğăďăŋő ŋăąőřőň ťşŋłűĺľ y_j = f_j(x_l), j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , m, šő i | ¡šő řăğňěřŋőśšĳ £ďřă ňăšřĺűż §łőąĺ^{{ ∂fj}_{∂xl}^} , őďŋăłő ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őŋă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ¡šĺţ ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš.

Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ őśőąěŋŋőśšĺ łńăśśş ˚^i ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ 1-śšřşěľ ťşŋłűĺĺ (őšőąřăęěŋĺ£) f.

Ążćă¿š őśőąěŋŋőśšĺ, ŕřĺŋăďńěęăźĺě őďŋőňş łńăśśş ˚^i, ŋő ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋżě. Ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř ďă¿š őšőąřăęěŋĺ£ R^2 → R^2 ĺ łńăśś ˚^1. Ŋăůŋěň ś őšőąřăęěŋĺľ R^1 → R^1. Ŕřőśšěľÿă£ őśőąěŋŋőśšĳ ĺňěěš ćĺď y = x^2. Ňőęŋő śďěńăšĳ šăł ŋăğżćăěňş¿ śšăąĺńĺğăűĺ¿ ¡šőľ őśőąěŋŋőśšĺ ĺ ŕőńşůĺšĳ őśőąěŋŋőśšĳ y_1 = x^2_1, y_2 = x_2 (ć n-ňěřŋőň śńşůăě ŕőńşůăěň y_1 = x^2_1, y_2 = x_2,. . . , y_n = x_n). Šăłş¿ őśőąěŋŋőśšĳ (ă šăłęě ćśě őśőąěŋŋőśšĺ, śćőď£źĺěś£ ł ŋĺň ŕőďţőď£źĺň ćżąőřőň ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš) ŋăğżćă¿š őśőąěŋŋőśš£ňĺ šĺŕă śłńăďłĺ. Śň. řĺś. 1 ŋă ŕőśńěďŋěľ śšřăŋĺűě ¡šőľ ńěłűĺĺ.

Šőůłĺ śłńăďłĺ őąřăğş¿š čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ ć M^m, ă ĺţ őąřăğ ć N^n | ńőłăńĳŋő čńăďłş¿ (ŋő ňőęěš ążšĳ śăňőŕěřěśěłă¿źş¿ś£) čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ ć N^n.

Śłńăďłă | şśšőľůĺćă£ őśőąěŋŋőśšĳ; őŋă ŋě şśšřăŋ£ěšś£ ňăńżň ÿěćěńěŋĺěň őšőąřăęěŋĺ£ (ć őšńĺůĺě, ŋăŕřĺňěř, őšő őśőąěŋŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ f = x^3, łőšőřă£ şąĺćăěšś£ śłőńĳ şčőďŋő ňăńżň ńőłăńĳŋżň ÿěćěńěŋĺěň, ğăňěŋ£¿źĺň x^3 ŋă x^3 +ϵx). İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřĺ ňăńőň ÿěćěńěŋĺĺ f ćąńĺğĺ ń¿ąőľ šőůłĺ śłńăďłĺ śšăřőčő őšőąřăęěŋĺ£ ŋăľďěšś£ šőůłă śłńăďłĺ ŋőćőčő.

Ěśšĳ ěźě őďŋă ŋěşśšřăŋĺňă£ şśšőľůĺćă£ őśőąěŋŋőśšĳ őšőąřăęěŋĺľ R^2 → R^2, őąŋăřşęěŋŋă£ Şĺšŋĺ. İšş őśőąěŋŋőśšĳ ŋăğżćă¿š śąőřłă. Šőůłĺ śąőřłĺ őąřăğş¿š ňŋőęěśšćő łőřăğňěřŋőśšĺ 2. İšő őšőąřăęěŋĺě ĺğőąřăęěŋő ŕřőěłűĺěľ ŋă řĺś. 2 (śšř. 8).

Ć ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ őŋő ğăďăěšś£ ć ćĺďě { y_1 = x^3_1 + x_1x_2 y_2 = x_2 (1)

Śąőřłş şďőąŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł 1-ŕăřăňěšřĺůěśłőě śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ R^1 → R^1 őš ŕěřěňěŋŋőľ x1 (ğăćĺś£źĺţ őš ŕăřăňěšřă x2 = y2), ŕřěšěřŕěćă¿źĺţ ňőřśőćśłş¿ ŕěřěśšřőľłş řőęďěŋĺ£{şŋĺůšőęěŋĺ£.

Ĺňě¿šś£ ĺ "ňŋőčőňěřŋżě" śąőřłĺ őšőąřăęěŋĺľ R^n → R^n ś ń¿ążň n ≥ 2, ĺţ £ćŋă£ ńőłăńĳŋă£ ğăŕĺśĳ ŕőńşůăěšś£ ĺğ (1) ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň n − 2 "śńěŕżţ" şřăćŋěŋĺľ y_l = x_l, l = 3, . . . , n.

Ćąńĺğĺ őśőąőľ šőůłĺ šĺŕă śąőřłĺ ňŋőęěśšćő ćśěţ őśőążţ šőůěł čńăďłőě (ć őšńĺůĺě őš ěčő ŕřőěłűĺĺ, łőšőřă£ ĺňěěš šőůłş ćőğćřăšă). Ŕőůšĺ ćśě šőůłĺ ¡šőčő ňŋőęěśšćă | šőůłĺ śłńăďłĺ. Ŋő őďŋă őśőąă£ šőůłă (0, 0) ĺňěěš ąőńěě śńőęŋş¿ śšřşłšşřş.

Ĺňěěšś£ ĺŋćăřĺăŋš, ŕőğćőń£¿źĺľ őšńĺůĺšĳ šőůłş śąőřłĺ őš šőůłĺ śłńăďłĺ. Ňż řăśśňăšřĺćăńĺ łńăśś ˚^1 (ł łőšőřőňş őůěćĺďŋő ŕřĺŋăďńěęăš šőůłĺ őąőĺţ ¡šĺţ šĺŕőć). Ąőńěě őąźĺň őąřăğőň, řăśśňőšřĺň ş ŋăÿěčő őšőąřăęěŋĺ£ ňŋőęěśšćő ćśěţ őśőążţ šőůěł łńăśśă ˚^i, i = 1, . . . , m. Ďń£ ń¿ąőčő i ĺ őšőąřăęěŋĺ£ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ňŋőęěśšćő ćśěţ šőůěł, čďě £ďřő ďĺťťěřěŋűĺăńă i-ňěřŋő, £ćń£ěšś£ čńăďłĺň ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň ć M^m. (Ěčő ğăňżłăŋĺě ŋě őą£ğăšěńĳŋő čńăďłő, ŕőšőňş ůšő ěňş şęě ŕřĺŋăďńěęăš šőůłĺ łńăśśă ˚^{i+1}, ć őłřěśšŋőśšĺ łőšőřżţ ¡šő ğăňżłăŋĺě ĺňěěš łőŋĺůěśłĺě őśőąěŋŋőśšĺ.) Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ őčřăŋĺůěŋĺě f ŋă ňŋőęěśšćő šőůěł łńăśśă ˚^1. Ďń£ śłńăďłĺ ŕőńşůěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ąşďěš ŋěőśőążň. Ă ďń£ śąőřłĺ őčřăŋĺůěŋĺě f ŋă őśőąőě ňŋőęěśšćő ĺňěěš őśőąěŋŋőśšĳ. Ŕő¡šőňş śąőřłă ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋă śłńăďłě.

Ć ść£ğĺ ś ¡šĺň čőćőř£š, ůšő őśőąěŋŋőśšĺ šĺŕă śąőřłĺ ŕřĺŋăďńěęăš łńăśśş ˚^{1,1}: ćšőřă£ ěďĺŋĺűă | ¡šő řăğňěřŋőśšĳ £ďřă ďĺťťěřěŋűĺăńă őčřăŋĺůěŋĺ£ f ŋă ňŋőęěśšćő šőůěł, ć łőšőřżţ £ďřő ĺśţőďŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ f(M^m) 1-ňěřŋő.

Ćőőąźě, śĺňćőńőň Šőňă{Ąőřďňăŋă őśőąěŋŋőśšěľ őšőąřăęěŋĺľ m-ňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ ć n-ňěřŋżě ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋă£ łőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ I = (i_1, i_2, . . . , i_k), čďě m ≥ i_1 ≥ i_2 ≥ . . . ≥ 0. Łőńĳ śłőřő őŋă ğăťĺłśĺřőćăŋă, ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ňŋőęěśšćő őśőążţ šőůěł śńěďş¿źěčő ćĺďă. Śŋăůăńă ąěřěň őśőążě šőůłĺ, ć łőšőřżţ £ďřő ďĺťťěřěŋűĺăńă i_1-ňěřŋő. Ěśńĺ ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě | őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, šő šăłĺě šőůłĺ őąřăğş¿š čńăďłőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě {˚^{i1} } ⊂ M^m.

(Ğăďăůă: ŕőńĳğş£śĳ šěőřěňőľ šřăŋśćěřśăńĳŋőśšĺ Šőňă ŋăľšĺ łőřăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕőďňŋőčőőąřăğĺ£.)

Őčřăŋĺůĺćăěň ŋă ŋěčő ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě ĺ řăśśňăšřĺćăěň őśőąěŋŋőśšĺ ŕőńşůěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ f|_Σi_1 , ć łőšőřżţ řăğňěřŋőśšĳ ěčő £ďřă řăćŋă i_2. Śŋőćă ć śńşůăě őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŕőńşůăěň čńăďłőě ňŋőčőőąřăğĺě, ĺ š.ď.

Ŋő ĺ ¡šă łńăśśĺťĺłăűĺ£ šőęě ŋěŕőńŋă£: śńşůăěšś£, ůšő ďćě őśőążě šőůłĺ ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş łńăśśş Šőňă{Ąőřďňăŋă, ŋő ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋż, šő ěśšĳ ŋĺ ŕřĺ łăłőň ćżąőřě ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš ŋě ğăŕĺśżćă¿šś£ őďĺŋăłőćżňĺ ťőřňşńăňĺ. Ŕřăćďă, šăł ążćăěš šőńĳłő ěśńĺ i_1 > 1 : ćśě őśőąěŋŋőśšĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě łńăśśă ˚^{1,...,1,0} ¡łćĺćăńěŋšŋż ďřşč ďřşčş.

Ďń£ ń¿ąőčő łńăśśă Šőňă{Ąőřďňăŋă ˚^I , I = (i_1, i_2, . . .), ĺ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : M^m → N^n őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, ğăňżłăŋĺě ňŋőęěśšćă šăłĺţ őśőążţ šőůěł ć M^m ńőłăńĳŋő čőňěőňőřťŋő ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőęěśšćş, ă śńěďőćăšěńĳŋő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łńăśś łőčőňőńőčĺľ, ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě ¡šőňş ňŋőęěśšćş. Ĺňě¿šś£ ć ćĺďş łőčőňőńőčĺĺ ŕő ňőďşń¿ 2, ŕőšőňş ůšő ďń£ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ łńăśś őŕřěďěńěŋ šőńĳłő ŕő ňőďşń¿ 2. Ďń£ śĺňćőńă Šőňă{Ąőřďňăŋă I = (i_1, i_2, . . . , 0) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łńăśś łőčőňőńőčĺľ ω(I) ∈ H�(M, Z_2). Őŋ ńěęĺš ć řăğňěřŋőśšĺ, řăćŋőľ łőřăğňěřŋőśšĺ ňŋőęěśšćă őśőążţ šőůěł ¡šőčő šĺŕă. (§ćŋă£ ťőřňşńă ďń£ ¡šőľ łőřăğňěřŋőśšĺ ďőćőńĳŋő śńőęŋă, śň. [1].)

Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ m < n ĺ I = (1, 0) ďń£ őšőąřăęěŋĺľ M^m → R^n ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ ł ňŋőęěśšćş ˚^{1,0} | ¡šő (n−m+1)-ňěřŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£{ Şĺšŋĺ, š.ě. ω(1) = w_n�_{m+1}(M).

Ňőęěš śńşůĺšĳś£ šăł, ůšő ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś ďń£ ˚^1 řăćěŋ ŋşń¿, ă ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś ďń£ ˚^2 ŋě řăćěŋ ŋşń¿. İšő ŕőğćőń£ěš śšřőĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕřěŕ£šśšćĺ£. Ďń£ őšőąřăęěŋĺľ M^m → R^m łőřăğňěřŋőśšĳ őśőążţ šőůěł łńăśśă ˚^2 ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ řăćŋă 4. Ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś ć ¡šőň śńşůăě őŕřěďěńěŋ ďăęě ŕő ňőďşń¿ űěńżţ ůĺśěń. İšőš łńăśś | ŕěřćżľ łńăśś Ŕőŋšř£čĺŋă ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n.

Ŕşśšĳ ğăďăŋ łăłőľ-šő śĺňćőń Šőňă{Ąőřďňăŋă. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě f : M^m → N^n őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ¡šőňş śĺňćőńş ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ. Őłăğżćăěšś£, ůšő ¡šőš łńăśś ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ śšăŋďăřšŋżě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż ŕőśřěďśšćőň šăł ŋăğżćăěňőčő ŕőńĺŋőňă Šőňă.

Ć łőńĳűě łőčőňőńőčĺľ M ńěęăš łńăśśż Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ w_1(M), . . . , w_m(M) ĺ ŕřőőąřăğż ăŋăńőčĺůŋżţ łńăśśőć f�(w_1(N)), . . . , f�(w_m(N)). Őŕřěďěńĺň łńăśś W (f) ∈ H�(M, Z_2) ťőřňşńőľ

W (f) =

1 + w_1(M) + . . . + w_m(M) 1 + f�(w_1(N)) + . . . + f�(w_m(N))

(ďěńěŋĺě őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő). İšőš łńăśś řăśŕăďăěšś£ ć śşňňş 1 + W_1(f) + . . . + W_m(f), W_k(f) ∈ H^k(M, Z_2).

Šěőřěňă 1 (Šőň) Ďń£ ń¿ąőčő ğăďăŋŋőčő łńăśśă Šőňă{Ąőřďňăŋă I ĺ ůĺśěń m ĺ

n śşźěśšćşěš šăłőľ şŋĺćěřśăńĳŋżľ ŕőńĺŋőň P_I (W_1, . . . , W_m), ůšő ∀M^m (łőňŕăłšŋőčő), ∀N^n, ∀f : M^m → N^n őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ω(I) = P_I (W_1(f), . . . , W_m(f)). Ěśšĳ ňŋőčő řăąőš, ć łőšőřżţ ćżůĺśń£¿šś£ ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż Šőňă. Ďń£ ˚^i ¡šő ďěńăěšś£ ŕřőśšő, (£ćŋş¿ ťőřňşńş, ŕřĺŋăďńěęăźş¿ Ŕőřšěşśş, śň. § IV.1 ć [2]); ďń£ ˚^{i,j} ¡šő śďěńăšĳ ňőęŋő, ă ďń£ šřěţ ĺŋďěłśőć ěśšĳ šőńĳłő ŋěłőšőřżľ ŋăąőř řăğřőğŋěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć, ŋő ŕőńŋőčő řěÿěŋĺ£ ŋěš.

Ć šěőřěňě Šőňă ňőęŋő ćňěśšő łńăśśőć Šőňă{Ąőřďňăŋă ćğ£šĳ ń¿ążě łńăśśż őśőąěŋŋőśšěľ. Ŕőď łńăśśőň őśőąěŋŋőśšěľ ŕőďřăğşňěćăěšś£ śńěďş¿źěě. Ďń£ ŋěłőšőřőčő k řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ k-śšřşľ J^k(R^m, R^n) ĺ ć ŋěň řăśśňőšřĺň ŕőďňŋőęěśšćő A ⊂ J^k(R^m, R^n), őąńăďă¿źěě šăłĺňĺ ďćşň£ śćőľśšćăňĺ:

1) A | ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő;

2) A ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ğăňěŋ łőőřďĺŋăš ć őąřăğě ĺ ŕřőőąřăğě. Šőčďă A | łńăśś őśőąěŋŋőśšěľ. Ěśńĺ ĺňěěšś£ őšőąřăęěŋĺě f : M^m → N^n, šő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ ňőęŋő śłăğăšĳ, ĺňěěš ńĺ f ć ŋěľ őśőąěŋŋőśšĳ šĺŕă A: ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ććěśšĺ ć őłřěśšŋőśšĺ šőůěł x ĺ f(x) ńőłăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż (őšőęďěśšćń£¿źĺě ¡šĺ őłřěśšŋőśšĺ ś R^m ĺ R^n) ĺ ŕőśňőšřěšĳ, ŕőŕăďăěš ńĺ ŕřĺ ¡šőň őšőęďěśšćńěŋĺĺ k-śšřş£ f ć ňŋőęěśšćő A. Ĺğ şśńőćĺ£ 2) śńěďşěš, ůšő őšćěš ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš, ă ąńăčőďăř£ şśńőćĺ¿ 1) ďń£ őšőąřăęěŋĺ£ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ ć H�(M, Z_2). "Őąźŋőśšĳ ŕőńőęěŋĺ£" ğďěśĳ őğŋăůăěš śńěďş¿źěě. Łńăśś A ĺŋćăřĺăŋšŋő őŕřěďěń£ěš ŋěłőšőřőě ŕőďňŋőęěśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě śšřşľ J^k(M^m, N^n), ĺ k-śšřşľŋőě řăśÿĺřěŋĺě f ďőńęŋő (ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šěőřěňőľ šřăŋśćěřśăńĳŋőśšĺ Šőňă) ążšĳ šřăŋśćěřśăńĳŋő ł ¡šőňş ňŋőęěśšćş. (Šřăŋśćěřśăńĳŋőśšĳ ĺňěěš śňżśń ŕőśłőńĳłş ¡šő ňŋőęěśšćő "ńőłăńĳŋő ăńčěąřăĺůŋő" ă śńěďőćăšěńĳŋő ďőŕşśłăěš śšřăšĺťĺłăűĺ¿ Şĺšŋĺ.)

Ń¿ąőľ łńăśś Šőňă{Ąőřďňăŋă, śőőšćěšśšćş¿źĺľ śĺňćőńş I = (i_1, i_2, . . . , i_r), £ćń£ěšś£ łńăśśőň őśőąěŋŋőśšěľ ć ¡šőň őąźěň śňżśńě, ŕřĺůěň ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ k = r: ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ řőśšłă ťşŋłűĺĺ ł šăłőňş łńăśśş őďŋőğŋăůŋő řăśŕőğŋăěšś£ ŕő ěčő r-śšřşě.

Ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ šăłęě ğăďăůĺ šăłőčő šĺŕă: śşźěśšćşěš ńĺ ĺňňěřśĺ£ ś őśőąěŋŋőśš£ňĺ ˚^1, ŋő ąěğ őśőąěŋŋőśšěľ šĺŕă ˚^2?

Łřĺšěřĺľ ćğřěğăŋŋőčő łćăďřăšă

Őąśşďĺň šěŕěřĳ őąőąźěŋĺ£ ğăďăůĺ ő ćńőęěŋĺ£ţ. Ďń£ ćńőęěŋĺľ ĺňěěšś£ ŕřěŕ£šśšćĺě ćğřěğăŋŋőčő łćăďřăšă (deleted product). Ŕşśšĳ M | ňŋőčőőąřăğĺě (ĺńĺ ń¿ąőě šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő). Řăśśňőšřĺň łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő B(M, 2), šőůłĺ łőšőřőčő | ¡šő ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżě ŕăřż řăğńĺůŋżţ šőůěł ć M. Ěśńĺ ěśšĳ ćńőęěŋĺě f : M → R^n, šő ŕő ŋěňş ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺě B(M, 2) → RP^n�^1: ń¿ąőľ šőůłě (a, b) ∈ B(M, 2) śšăćĺšś£ ć śőőšćěšśšćĺě (ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋőě) ŋăŕřăćńěŋĺě f(a) − f(b). Ŕő-ďřşčőňş ňőęŋő ¡šő őšőąřăęěŋĺě ŕřěďśšăćń£šĳ łăł ¡łćĺćăřĺăŋšŋőě őšőąřăęěŋĺě F (M, 2) → S^n�^1 (F (M, 2) | ¡šő ăŋăńőčĺůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕăř šőůěł ć M.) Ğďěśĳ ĺňěěšś£ ć ćĺďş ¡łćĺćăřĺăŋšŋőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż Z_2: ŋă F (M, 2) ¡šă čřşŕŕă ďěľśšćşěš łăł ŕěřěśšăŋőćłă šőůěł, ă ŋă S^n�^1 łăł ăŋšĺŕőďăńĳŋőě őšőąřăęěŋĺě. İłćĺćăřĺăŋšŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő ěśńĺ ŕăřă (a, b) ∈ F (M, 2) ŕěřěţőďĺš ć α ∈ S^n�^1, šő ŕăřă (b, a) ∈ F (M, 2) ŕěřěţőďĺš ć −α ∈ S^n�^1.

Őšőąřăęěŋĺě p : B(M, 2) → RP^n�^1 ďőńęŋő şďőćńěšćőř£šĳ śńěďş¿źěňş şśńőćĺ¿. Ć H^1(B(M, 2), Z_2) ěśšĳ łńăśś (±), łőšőřżľ śőŕőśšăćń£ěš ŕşšĺ 0 ĺńĺ 1 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, śőţřăŋ£ěš ĺńĺ ŕěřěśšăćń£ěš šőůłĺ ŕăřż őąţőď ćďőńĳ ¡šőčő ŕşšĺ. Łńăśś (±) ďőńęěŋ ążšĳ řăćěŋ p�(α), čďě α | őąřăğş¿źă£ ć łőńĳűě łőčőňőńőčĺľ ŕřőśšřăŋśšćă RP^n�^1.

İšő şśńőćĺě ŋăłńăďżćăěš ďőśšăšőůŋő śĺńĳŋżě őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă ćńőęĺňőśšĳ. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ n-£ śšěŕěŋĳ łńăśśă (±) ŋě řăćŋă ŋşń¿ ć H^n(B(M, 2), Z_2), šő ćńőęěŋĺ£ ŋě śşźěśšćşěš, ŕőšőňş ůšő α^n = 0, ă łőčőňőńőčĺůěśłőě şňŋőęěŋĺě ěśšěśšćěŋŋő.

Šăł ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŋăŕřĺňěř, ŕřěŕ£šśšćĺ£ ł ćńőęěŋĺ¿ čřăťőć ć ŕńőśłőśšĳ. Ğŋăňěŋĺšă£ šěőřěňă Łşřăšőćśłőčő şšćěřęďăěš, ůšő čřăť ňőęŋő ćńőęĺšĳ ć ŕńőśłőśšĳ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ŋě śőďěřęĺš ŕőďčřăť, ĺğőňőřťŋżľ ńĺąő ŕőńŋőňş čřăťş ŋă 5 ćěřÿĺŋăţ, ńĺąő čřăť ĺğ 9 řěąěř, śőěďĺŋ£¿- źĺţ ń¿ąş¿ ĺğ ŋěłőšőřżţ 3 ćěřÿĺŋ ś ń¿ąőľ ĺğ 3 őśšăćÿĺţś£. Ďń£ őąőĺţ ¡šĺţ čřăťőć ŋěćńőęĺňőśšĳ śńěďşěš ĺğ ŕřěďżďşźěčő řăśśşęďěŋĺ£.

Łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ

Ŕşśšĳ ğăďăŋ ŋăąőř (m, G, n, F ), čďě m, n | űěńżě ůĺśńă, G, F | ăąěńěćż čřşŕŕż. Łőčőňőńőčĺůěśłă£ őŕěřăűĺ£ šĺŕă (m, G, n, F ) | ¡šő ŕřăćĺńő, łőšőřőě ń¿- ąőňş šőŕőńőčĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş X ĺ ń¿ąőňş ¡ńěňěŋšş čřşŕŕż H^m(X, G) śőŕőśšăćń£ěš ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H^n(X, F ), ŕřĺůěň ¡šő śőŕőśšăćńěŋĺě ťşŋłšőřĺăńĳŋő ŕő X. Ťşŋłšőřĺăńĳŋőśšĳ őğŋăůăěš śńěďş¿źěě. Őšőąřăęěŋĺě f : X → Y ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺ£ H^m(X, G) ← H^m(Y, G) ↓ ↓ H^n(X, F ) ← H^n(Y, F ). İšă ďĺăčřăňňă ďőńęŋă ążšĳ łőňňşšăšĺćŋőľ.

Śńěďşěš őšňěšĺšĳ, ůšő śőŕőśšăćńěŋĺě, şůăśšćş¿źěě ć őŕřěďěńěŋĺĺ łőčőňőńőčĺůěśłőľ őŕěřăűĺĺ, ŋě őą£ğăŋő ążšĳ čőňőňőřťĺğňőň.

Ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř łőčőňőńőčĺůěśłőľ őŕěřăűĺĺ | ćőğćěďěŋĺě ć śšěŕěŋĳ: ¡ńěňěŋšş α ∈ H^n(X, G) śőŕőśšăćń£ěšś£ ¡ńěňěŋš α^k ∈ H^{nk}(X, G).

Ěśšĳ ěźě ďőćőńĳŋő ĺğćěśšŋă£ łőčőňőńőčĺůěśłă£ őŕěřăűĺ£ | čőňőňőřťĺğň Ąőłÿšěľŋă. Ěśńĺ ěśšĳ łőřőšłă£ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čřşŕŕ

0 → G_1 → G_2 → G_3 → 0,

šő ćőğŋĺłăěš łőřőšłă£ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőűěŕŋżţ łőňŕńěłśőć

0 ← C�(X, G_1) ← C�(X, G_2) ← C�(X, G_3) ← 0.

Ĺğ ŋěě, ć śćő¿ őůěřěďĳ, ćőğŋĺłăěš ďńĺŋŋă£ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čřşŕŕ łőčőňőńőčĺľ. Ć ¡šőľ ďńĺŋŋőľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ěśšĳ ďćă ćĺďă ďĺťťěřěŋűĺăńőć, śőţřăŋ£¿źĺţ řăğňěřŋőśšĳ, ĺ ďĺťťěřěŋűĺăń

δ : H^i(X, G_1) → H^{i+1}(X, G_3).

İšő ĺ ěśšĳ čőňőňőřťĺğň Ąőłÿšěľŋă.

Łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ őďŋőčő šĺŕă ňőęŋő śłńăďżćăšĳ, ŕő¡šőňş őŋĺ őąřăğş¿š čřşŕŕş. İšş čřşŕŕş őŕĺśżćăěš śńěďş¿źă£ śšřşłšşřŋă£ šěőřěňă.

Šěőřěňă 2 Čřşŕŕă ćśěţ łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ šĺŕă (m, G, n, F ) ěśšě-

śšćěŋŋő ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě H^n(K(G, m), F ).

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ăřŋőńĳď, Ćăřůěŋłő, Čşśěľŋ{Ğăďě, Őśőąěŋŋőśšĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ őšőąřăęěŋĺľ, Ňőśłćă, Ŋăşłă, 1982.

[2] Ăřŋőńĳď, Ćăśĺńĳěć, Čőř¿ŋőć, Ń£ÿłő; Őśőąěŋŋőśšĺ-I, Ň.: ĆĹŊĹŠĹ, š.6, 1988.