Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998 č.

1 Ńěłűĺ£ 9

Łăšěčőřĺ£ ĺ řőď

Ŕşśšĳ X | ţăşśďőřťőćő šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Łăšěčőřĺěľ ŕřőśšřăŋśšćă X (őąőğŋăůěŋĺě: cat X) ŋăğżćă¿š ňĺŋĺňăńĳŋőě ĺğ ůĺśěń i, ďń£ łőšőřżţ śşźěśšćşěš ŕőłřżšĺě ŕřőśšřăŋśšćă X śš£čĺćăěňżňĺ ŕő X ňŋőęěśšćăňĺ A_1, . . . , A_i. Ňŋőęěśšćă A_j ńĺąő ŕřěďŕőńăčă¿šś£ ćśě ğăňłŋşšżňĺ (šăł ążńő ć ĺśţőďŋőň őŕřěďěńěŋĺĺ Ń¿śšěřŋĺłă{Ÿŋĺřěńĳňăŋă), ńĺąő ĺţ śůĺšă¿š őšłřżšżňĺ: ďń£ ďőśšăšőůŋő ŕăšőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć ŕőńşůă¿źĺěś£ ůĺśńă catX ňőčşš őłăğăšĳś£ řăğńĺůŋżňĺ.

Ŕřĺňěř: ěśńĺ X = S^n, šő cat X = 2 ŕřĺ ń¿ąőň őŕřěďěńěŋĺĺ. Ěśńĺ ěśšĳ šőŕőńőčĺůěśłă£ ŕăřă (X, A), šő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ őšŋőśĺšěńĳŋş¿ łăšěčőřĺ¿ cat_X A, řăśśňăšřĺćă£ ŕőłřżšĺ£ A ňŋőęěśšćăňĺ, śš£čĺćăěňżňĺ ć X.

Łăšěčőřĺ£ őśőąěŋŋő ŕőńěğŋă ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšć ŕěšěńĳ, ć ůăśšŋőśšĺ ć šěőřĺĺ ğăňłŋşšżţ čěőďěğĺůěśłĺţ ŋă řĺňăŋőćżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ.

Śćőľśšćă łăšěčőřĺĺ 1) Ěśńĺ X | n-ňěřŋőě ść£ğŋőě ňŋőčőőąřăğĺě , šő cat X ≤ n + 1.

2) Ěśńĺ X = M^n | łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£, ă f : M^n → R | čńăďłă£ ťşŋłűĺ£, šő ůĺśńő łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł f ŋě ňěŋĳÿě ůěň cat M. Ğďěśĳ ĺďěš řěůĳ ő ŕřőĺğćőńĳŋżţ łřĺšĺůěśłĺţ šőůłăţ, ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŋěćżřőęďěŋŋżţ.

3) cat X ąőńĳÿě łőčőňőńőčĺůěśłőľ ďńĺŋż X.

Łőčőňőńőčĺůěśłă£ ďńĺŋă X őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă. Ć H�(X, G) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ŕőńőęĺšěńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ, ŕřőĺğćěďěŋĺě łőšőřżţ ŋě řăćŋő ŋşń¿. Ćğ£ć ňăłśĺňşň šăłĺţ ůĺśěń ŕő ćśěň čřşŕŕăň G, ŕőńşůĺň łőčőňőńőčĺůěśłş¿ ďńĺŋş.

Ŋăŕřĺňěř, łőčőňőńőčĺůěśłă£ ďńĺŋă X = RP^n řăćŋă n. Łőčőňőńőčĺůěśłă£ ďńĺŋă šőřă T^n šőęě řăćŋă n. Šăłĺň őąřăğőň, łăšěčőřĺ£ ¡šĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ć šőůŋőśšĺ řăćŋă n + 1. İšő | řěďłĺě ŕřĺňěřż, łőčďă łăšěčőřĺ¿ ňőęŋő šőůŋő ćżůĺśńĺšĳ. Őążůŋő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ńĺÿĳ łăłĺě-šő őűěŋłĺ.

Śćőľśšćő (2) ďőłăğżćăěšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő ŕěřěśšřőľłăň ňŋőęěśšć X_t = f�^1(−∞, t] ŕřĺ ŕřőţőęďěŋĺĺ ůěřěğ ĺğőńĺřőćăŋŋżě łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ.

Ďőłăęěň śćőľśšćő (3). Ŕşśšĳ ňŋőęěśšćă A_1, . . . , A_k ŕőłřżćă¿š X ĺ śš£čĺćăěňż ć X. Šőčďă, ć ůăśšŋőśšĺ, H�(A_i) = 0. Řăśśňőšřĺň šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăřż (X, A_i):

H�(X, A_i) → H�(X) → H�(A_i) (1)

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő α_1, . . . , α_k ∈ H�(X) ĺ α_1 · . . . · α_k ≠ 0. Ďń£ łăęďőčő i = 1, . . . , k řăśśňőšřĺň őąřăğ ¡ńěňěŋšă α_i ć H�(A_i). İšőš őąřăğ šřĺćĺăńěŋ, šăł łăł H�(A_i) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡ńěňěŋš α_i £ćń£ěšś£ őąřăğőň ŋěłőšőřőčő ¡ńěňěŋšă —α_i ∈ H�(X, A_i) ŕřĺ ńěćőň őšőąřăęěŋĺĺ (1). Ć śĺńş ěśšěśšćěŋŋőśšĺ łőčőňőńőčĺůěśłőčő şňŋőęěŋĺ£, ŕřőĺğćěďěŋĺě α_1 · . . . · α_k ∈ H�(X) £ćń£ěšś£ őąřăğőň ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡šĺţ ¡ńěňěŋšőć —α_1 · . . . · —α_k ∈ H�(X, S A_i) ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ H�(X, S A_i) → H�(X). Ŋő S A_i ≡ X, ĺ H�(X, S A_i) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, α_1 · · · α_k = 0. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ěśńĺ X | ňŋőčőőąřăğĺě, šő ¡šő ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ěźě ŕřőĺńń¿śšřĺřőćăšĳ šăł. Łńăśś α_i ğăďăěšś£ ĺŋďěłśőň ŕěřěśěůěŋĺ£ ś űĺłńőň A_i ∈ H_n�(X). Şšćěřęďěŋĺě, ůšő łńăśś α_i ŕřĺţőďĺš ĺğ H�(X, A_i), őğŋăůăěš, ůšő őŋ řěăńĺğşěšś£ űĺłńőň, ńěęăźĺň ć H_n�(X \ A_i). Ŕřőĺğćěďěŋĺě ¡ńěňěŋšőć α_i ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ šăł: ŕřĺćőďĺň ćśě ¡šĺ űĺłńż ć őąźěě ŕřőńőęěŋĺě, ąěřěň ŕěřěśěůěŋĺě ĺţ ćśěţ (¡šő őą£ğăšěńĳŋő ąşďěš űĺłń) ĺ řăśśňăšřĺćăěň ďćőľśšćěŋŋżľ łńăśś łőčőňőńőčĺľ. Ć ŋăÿěň śńşůăě ¡šő ŕěřěśěůěŋĺě ąşďěš ńěęăšĳ ć ďőŕőńŋěŋĺĺ łő ćśěň ňŋőęěśšćăň A_i, šő ěśšĳ ŕşśšő.

Ćăęŋőě őąőąźěŋĺě łăšěčőřĺĺ | řőď řăśśńőěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. İšő ŕőŋ£šĺě ążńő ććěďěŋő Ă. Ś. Ÿćăřűěň. Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě őšőąřăęěŋĺě f : Y → X, ďń£ łőšőřőčő X = f(Y ). Řőď g(f) ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ łăł ňĺŋĺňăńĳŋă£ ňőźŋőśšĳ ŕőłřżšĺ£ ňŋőęěśšćă X őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ A_1, . . . , A_k, ďń£ łőšőřżţ ŋăď ń¿ążň ĺğ A_i śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋőě śěůěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ f.

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě f : S^1 → S^1 | ďĺťťěőňőřťĺğň, šő řőď őšőąřăęěŋĺ£ f řăćěŋ 1. Ěśńĺ f : S^1 → S^1 | ďćşńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě, šő řőď f řăćěŋ 2. Ďń£ n-ńĺśšŋőčő (n = 2, 3, . . . , ∞) ŋăłřżšĺ£ f : S^1 → S^1 řőď šőęě řăćěŋ 2.

Ůăźě ćśěčő řőď ĺśŕőńĳğşěšś£ ďń£ řăśśńőěŋĺľ.

Ěśšĳ ŋěśłőńĳłő śŕőśőąőć, ŕőğćőń£¿źĺţ ćżůĺśń£šĳ ĺńĺ ţőš£ ąż őűěŋĺćăšĳ řőď.

Śŕőśőą 1. İšőš śŕőśőą čőďĺšś£ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ őšőąřăęěŋĺľ f : Y →

X. Ďń£ őšőąřăęěŋĺ£ f ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łőčőňőńőčĺůěśłş¿ ďńĺŋş l(f). Ă ĺňěŋŋő, őšőąřăęěŋĺě f ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě f� : H�(X) → H�(Y ). Řăśśňőšřĺň ŕőďłőńĳűő Ker (f�) ⊂ H�(X) ĺ ŋăľďěň ć ŋěň ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ŕőńőęĺšěńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ, ŕřőĺğćěďěŋĺě łőšőřżţ ŋě řăćŋő ŋşń¿. İšő ĺ ěśšĳ l(f).

Šěőřěňă 1 (Ă.Ś.Ÿćăřű). g(f) ≥ l(f). Ŕřĺ ¡šőň l(f) ňőęŋő őŕřěďěń£šĳ ś

ŕőňőźĳ¿ ń¿ąőčő łőńĳűă łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šő ęě śăňőě, ůšő ĺ ć śńşůăě łăšěčőřĺĺ, ŋő ěśšĳ őďĺŋ ŋ¿ăŋś. Ć šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż H�(X, A_i) → H�(X) → H�(A_i) ŋă ¡šőš řăğ ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő H�(A_i) = 0. Őďŋăłő ěśńĺ α ∈ Ker f�, šő α ŕěřěţőďĺš ć ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ć łőčőňőńőčĺ£ţ A_i: ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě f�(α) ∈ H�(Y ) ŋě řăćŋő 0 şęě ć őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă őąřăğ ňŋőęěśšćă A_i ŕřĺ śěůěŋĺĺ, śşźěśšćş¿źěň ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ řőďă.

Łăšěčőřĺ£ £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň řőďă. Ă ĺňěŋŋő, ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ řăśśńőěŋĺě Śěřřă. Łăšěčőřĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă | ¡šő řőď řăśśńőěŋĺ£ Śěřřă ŋăď ŋĺň.

Śŕőśőą 2. İšőš śŕőśőą čőďĺšś£ ďń£ ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋżţ řăśśńőěŋĺľ. Ŕşśšĳ f : Y → X | ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě. Šőčďă řőď ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ňőęŋő šőůŋő ćżůĺśńĺšĳ ć šěřňĺŋăţ ŋěłőšőřżţ ăśśőűĺĺřőćăŋŋżţ řăśśńőěŋĺľ.

Ś řăśśńőěŋĺěň f ňőęŋő ść£ğăšĳ ěčő k-¿ śšěŕěŋĳ f^(�^{k)}. Śńőľ řăśśńőěŋĺ£ f^(�^{k)} ŋăď šőůłőľ x ∈ X şśšřőěŋ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćőğĳňěň k ¡łğěňŕń£řőć śńő£ f�^1(x). Ĺţ ďęőľŋ f�^1(x) ∗ · · · ∗ f�^1(x) | ¡šő ĺ ěśšĳ śńőľ ŋăÿěčő ŋőćőčő řăśśńőěŋĺ£.

Ŕřĺ ćğ£šĺĺ ďęőľŋă ňńăďÿĺě čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż ŕřőŕăďă¿š. Ŕőśłőńĳłş ŕřěŕ£šśšćĺě ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ śěůěŋĺ£ ťőřňşńĺřşěšś£ ć šěřňĺŋăţ ¡šĺţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ, ŕőśšřőĺšĳ śěůěŋĺě ďń£ řăśśńőěŋĺ£ f^(�^{k)} ś ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺň k ŕřőźě, ůěň ďń£ ĺśţőďŋőčő řăśśńőěŋĺ£.

Šěőřěňă 2 (Ă.Ś.Ÿćăřű). Řőď řăśśńőěŋĺ£ f ŋě ŕřěćőśţőďĺš k šőčďă ĺ šőńĳłő

šőčďă, łőčďă řăśśńőěŋĺě f^(�^{k)} ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋőě śěůěŋĺě.

Ŕřĺ k = 1 šěőřěňă őůěćĺďŋő ćěřŋă: řăśśńőěŋĺě ĺňěěš śěůěŋĺě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő řőď ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1.

Ďőłăęěň šěŕěřĳ šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ć őąźěň śńşůăě. Ŕřěďŕőńőęĺň śŋăůăńă, ůšő řőď řăśśńőěŋĺ£ f ŋě ŕřěćőśţőďĺš k, š.ě. śşźěśšćşěš ŕőłřżšĺě ąăğż k őąńăśš£ňĺ, ŋăď łőšőřżňĺ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ śěůěŋĺ£. Šřěąşěšś£ ŕőśšřőĺšĳ śěůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£ śő śńőěň F_1 ∗ · · · ∗ F_k, čďě F_i ≃ F = f�^1(x). Řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě ěďĺŋĺűż ŋă X, ŕőďůĺŋěŋŋőě ŕőłřżšĺ¿ {A_i}, š.ě. ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ φ_i ŋă X, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 1, ŕřĺůěň ťşŋłűĺ£ φ_i šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿ ćŋě A_i. Ŕő ¡šőňş řăğąĺěŋĺ¿ ěďĺŋĺűż ĺ ŕő ğăďăŋŋőľ śĺśšěňě śěůěŋĺľ ĺśţőďŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď ňŋőęěśšćăňĺ A_i ňż ŕőśšřőĺň šřěąşěňőě śěůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£ f^(�^{k)}. Ćőğĳňěň šőůłş x ∈ X. Ďń£ ŋěě őŕřěďěńěŋż ğŋăůěŋĺ£ φ_i(x) ĺ ć šěţ śńşůă£ţ, łőčďă φ_i(x) ≠ 0 (š.ě. x ∈ A_i), ŋăď šőůłőľ x őŕřěďěńěŋż śěůěŋĺ£, š.ě. šőůłĺ y_i(x) ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡łğěňŕń£řăţ F_i śńő£.

Śńőľ F_1 ∗ · · · ∗ F_k ŋőćőčő řăśśńőěŋĺ£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őąžěďĺŋěŋĺě śĺňŕńěłśőć ś ćěřÿĺŋăňĺ ć F_1, . . . , F_k. Řăśśňőšřĺň śĺňŕńěłś (ćőőąźě čőćőř£ ŋě ňăłśĺňăńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ), ŋăš£ŋşšżľ ŋă šőůłĺ y_i. Ćőğĳňěň ćżŕşłńş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ P ϕ_i(x)y_i(x) ćěřÿĺŋ ¡šőčő śĺňŕńěłśă. Šăłĺě šőůłĺ, śőŕőśšăćńěŋŋżě ćśěň šőůłăň x ∈ X, őąřăğş¿š šřěąşěňőě ŋěŕřěřżćŋőě śěůěŋĺě.

Őąřăšŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő řăśśńőěŋĺě f^(�^{k)} ĺňěěš śěůěŋĺě. Šřěąşěšś£ ŕőłřżšĳ ąăğş k ňŋőęěśšćăňĺ A_i ĺ ŋăď łăęďżň ňŋőęěśšćőň ŕőśšřőĺšĳ ŋěŕřěřżćŋőě śěůěŋĺě. Śńőľ řăśśńőěŋĺ£ f^(�^{k)} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ďęőľŋ k ňŋőęěśšć. Ěčő ňőęŋő ŕőłřżšĳ k őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ: ćżąĺřăěň k śŕőśőąăňĺ őďĺŋ ¡łğěňŕń£ř F_i ≃ F ĺ ćżąřăśżćăěň ĺğ f^(�^{k)} ěčő ŕőďďęőľŋ f^(�^k�^{1)}, śőśšő£źĺľ ĺğ śĺňŕńěłśőć, ŋăš£ŋşšżţ ŋă šőůłĺ őśšăćÿĺţś£ k − 1 ¡łğěňŕń£řőć.

Ş ŋăś ěśšĳ śěůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£ f^(�^{k)} ĺ ňż ŕőńşůĺńĺ ŕőłřżšĺě ŕřőśšřăŋśšćă ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ k őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ. Śłăęěň, ůšő šőůłă ąăğż ŕřĺŋăďńěęĺš ňŋőęěśšćş A_i, ěśńĺ őąřăğ śěůěŋĺ£ ŋăď ŋěľ ńěęĺš ć i-ň řăśśňăšřĺćăěňőň ňŋőęěśšćě, š.ě. ŋě ńěęĺš ć čřăŋĺ, ć łőšőřőľ ŋěš šőůłĺ ňŋőęěśšćă F_i.

Śěůěŋĺě ŋăď ňŋőęěśšćőň A_i śšřőĺšś£ šăł. Ŋăď ¡šĺň ňŋőęěśšćőň ş ŋăś ěśšĳ śěůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£ f^(�^{k)}, ŕřĺůěň őŋő ŋě ŕőŕăďăěš ŋă čřăŋĳ, ć łőšőřş¿ ŋě ćţőďĺš F_i. Šőčďă śőőšćěšśšćş¿źş¿ šőůłş śĺňŕńěłśă ś ćěřÿĺŋăňĺ ć šőůłăţ ňŋőęěśšć F_1, . . . , F_k ňőęŋő śďćĺŋşšĳ ć ćěřÿĺŋş ¡šőčő śĺňŕńěłśă, ŕřĺŋăďńěęăźş¿ F_i.

Śŕőśőą 3. İšőš śŕőśőą řăąőšăěš ć śŕěűĺăńĳŋőľ śĺšşăűĺĺ. Ŕşśšĳ f : Y →

X | čńăćŋőě G-řăśśńőěŋĺě, čďě G | šőŕőńőčĺůěśłă£ čřşŕŕă. Šőčďă ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łőčőňőńőčĺůěśłĺľ řőď ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£. Řăśśńőěŋĺě f : Y → X ĺŋďşűĺřşěšś£ ĺğ şŋĺćěřśăńĳŋőčő čńăćŋőčő G-řăśśńőěŋĺ£ ŕőśřěďśšćőň őšőąřăęěŋĺ£ cl : X → BG, łőšőřőě őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ. Ŕő¡šőňş őŕřěďěńěŋő őšőąřăęěŋĺě cl� : H�(BG, T ) → H�(X, ~T ), (2) čďě T | ŕřőĺğćőńĳŋżľ G-ňőďşńĳ (ĺńĺ ŕřőĺğćőńĳŋă£ ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă čřşŕŕ ŋă BG), ă ~T | ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă ŋă X, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ĺğ T őšőąřăęěŋĺěň (2).

Łőčőňőńőčĺůěśłĺľ T -řőď řăśśńőěŋĺ£ f őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ňőęěš őłăğăšĳś£, ůšő ŋăůĺŋă£ ś łăłőľ-šő řăğňěřŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺě (2) ŋşńěćőě. Ŋăŕřĺňěř, šăł ążćăěš ěśńĺ X | łőŋěůŋőňěřŋżľ CW -łőňŕńěłś. Ćőğĳňěň ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő j, ďń£ łőšőřőčő őšőąřăęěŋĺě (2) šřĺćĺăńĳŋő ďěľśšćşěš ŋă H^i(BG, T ) ŕřĺ ćśěţ i ≥ j. İšő ĺ ěśšĳ łőčőňőńőčĺůěśłĺľ T -řőď h_T (f).

Šěőřěňă 3 (Ă.Ś.Ÿćăřű). Ďń£ ń¿ąőčő G-ňőďşń£ T ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő g(f) ≥ h_T (f). İšă őűěŋłă šěśŋő ść£ğăŋă ś ŕřěďżďşźěľ: łńăśśĺťĺűĺřş¿źěě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ şŋĺćěřśăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě šőęě śšřő£šś£ ś ŕőňőźĳ¿ ďęőľŋőć.

Ŕřĺńőęěŋĺ£ ł šěőřĺĺ śńőęŋőśšĺ ćżůĺśńěŋĺľ

Ŕşśšĳ ěśšĳ łăłă£-šő ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ğăďăůă. Ăńčőřĺšň ďń£ řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ | ¡šő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť, ş łőšőřőčő ěśšĳ ćěřÿĺŋż ś ŋăğćăŋĺ£ňĺ ůěšżřěţ ćĺďőć.

Ćţőď. Ŋă ćţőď ŕőďă¿šś£ ůĺśńă a1, . . . , ak.

Ăřĺťňěšĺůěśłĺľ ąńőł. Ć ăřĺťňěšĺůěśłĺţ ąńőłăţ ŕřőĺğćőď£šś£ ăřĺťňěšĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ŋăď ćţőďŋżňĺ ďăŋŋżňĺ ĺ ůĺśńăňĺ, ŕőńşůěŋŋżňĺ ćżÿě ć ăńčőřĺšňě.

Ćěšćńěŋĺě. Ğŋăůěŋĺě łăłőčő-šő ůĺśńă, ŕőńşůěŋŋőčő ćżÿě ć ăńčőřĺšňě, śřăćŋĺćăěšś£ ś ŋşńěň ĺ ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš řěğşńĳšăšă şŕřăćńěŋĺě ŕěřěďăěšś£ ć őďŋőň ĺğ ďćşţ ŋăŕřăćńěŋĺľ.

Ćżţőď. Łăęďă£ űěŕőůłă ğăłăŋůĺćăěšś£ ćżţőďőň, ć łőšőřőň ŋěłőšőřă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ŋăľďěŋŋżţ ćżÿě ůĺśěń őąž£ćń£ěšś£ őšćěšőň.

Čřăť řăśŕőńőęěŋ šăł, ůšő łăęďżľ řăğ şŕřăćńěŋĺě ŕěřěďăěšś£ śšřőčő ćŋĺğ. Ć ůăśšŋőśšĺ, űĺłńż ŋěďőŕşśšĺňż.

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ łăłă£-šő ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ğăďăůă. Ŋşęŋő őűěŋĺšĳ śŋĺğş ůĺśńő ćěšćńěŋĺľ ăńčőřĺšňőć, řěÿă¿źĺţ ¡šş ğăďăůş. Šőŕőńőčĺůěśłőľ śńőęŋőśšĳ¿ ăńčőřĺšňă ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő ěčő ćěšćńěŋĺľ. Ă šőŕőńőčĺůěśłőľ śńőęŋőśšĳ¿ ğăďăůĺ | ňĺŋĺňşň šăłĺţ ŕőłăğăšěńěľ ŕő ćśěň ăńčőřĺšňăň.

Ŋăŕřĺňěř, řăśśňőšřĺň ğăďăůş ő ŕřĺąńĺęěŋŋőň řěÿěŋĺĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ x^d + a_1x^d�^1 + · · · + a_d = 0. (3)

Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő a_i ∈ C ĺ |a_i| ≤ 1.

Ŋă ćţőď ŕőďăěšś£ 2d ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń | ćěźěśšćěŋŋżě ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć a_i. Ŋă ćżţőďě ŕőńşůăěň ńĺąő 2 ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśńă | ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋő ćżůĺśńěŋŋőčő łőřŋ£ (ěśńĺ ĺźěň őďĺŋ łőřěŋĳ), ńĺąő 2d ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń (ěśńĺ ĺźěň ćśě łőřŋĺ). Ŋăğőćěň ăńčőřĺšň ε-ţőřőÿĺň, ěśńĺ łőřŋĺ ćżůĺśńěŋż ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ε (ĺ ŋěš ďěńěŋĺľ ŋă ŋşńĳ). Ć śńşůăě ćżůĺśńěŋĺ£ ćśěţ łőřŋěľ ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő ŋăśšő£źĺě łőřŋĺ ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő şŕőř£ďőůĺšĳ šăł, ůšő őŋĺ ąşďşš őšńĺůăšĳś£ őš ćżůĺśńěŋŋżţ d łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŋě ąőńěě ůěň ŋă ε.

Šěőřěňă 4 Ěśńĺ d | śšěŕěŋĳ ŕřőśšőčő ůĺśńă, šő šőŕőńőčĺůěśłă£ śńőę-

ŋőśšĳ ŋăţőęďěŋĺ£ őďŋőčő łőřŋ£ şřăćŋěŋĺ£ (3) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ε (ěśńĺ ε ďőśšăšőůŋő ňăńő) řăćŋă d − 1.