Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Łőňŕńěłśŋżľ Ăŋăńĺğ, 4 śěňěśšř

Ś.Ň.Ŋăšăŋğőŋ

Ńěłűĺĺ ćěśěŋŋěčő śěňěśšřă 1999 č.

x1 Łőňŕńěłśŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě.

Ťşŋłűĺ£ łőňŕńěłśŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő.

Ťşŋłűĺ¿ łőňŕńěłśŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŕő-řăğŋőňş:

D ⊂ C ; f : D → C; z = (x + iy); w = (u + iv); w = f(z) | f łăł łőňŕńěłśŋă£ ťşŋłűĺ£: C ⊃ D^f−→ C .

w = u(x; y) + iv(x; y) | f łăł R^2 ⊃ D^f−→ C . (u; v) = ( u(x; y); v(x; y) ) | f łăł R^2 ⊃ D^f−→ R^2.

Łőňŕńěłśŋă£ ŕřőĺğćőďŋă£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ŕřěďěń f^′(z_0) = lim_{Δz→0}^{f(z0+Δz)−f(z0)}_{Δz} śşźěśšćşěš ĺ łőŋěůěŋ. Šőčďă čőćőř£š, ůšő f^′(z_0) ěśšĳ łőňŕńěłśŋă£ ŕřőĺğćőďŋă£ f ć šőůłě z_0.

Őšś¿ďă śńěďşěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ f ć z_0 (łăł őšőąřăęěŋĺ£ R^2 ⊃ D → R^2).

f^′(z_0) = lim_{Δx→0} f(z^0 + ´x) − f(z^0) ´x = lim_{Δx→0} u(x_0 + ´x; y_0) + iv(x_0 + ´x; y_0) − ( u(x_0; y_0) + iv(x_0; y_0) ) ´x = = lim_{Δx→0} u

(x_0 + ´x; y_0) − u(x_0; y_0) ´x + i lim_{Δx→0} v

(x_0 + ´x; y_0) − v(x_0; y_0) ´x = @u@x + i @v@x :

f^′(z_0) = lim_{Δy→0} f(z_0 + i´y) − f(z_0) i´y = limΔy→0 u(x_0; y_0 + ´y) + iv(x_0; y_0 + ´y) − ( u(x_0; y_0) + iv(x_0; y_0) ) i´y =

= lim_{Δy→0} u

(x_0; y_0 + ´y) − u(x_0; y_0) i´y + limΔy→0 v(x_0; y_0 + ´y) − v(x_0; y_0) ´y = −i@u@y + @v@y :

f^′(z_0) = @u@x + i @v@x = −i@u@y + @v@y ; őšłşďă ĺňěěň: @u@x + i @v@x = −i@u@y + @v@y ĺ ŕőńşůăěň:

Şśńőćĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă (Cauchy-Riemann): @u @x = @v @y ; @v @x = −@u @y : Ńěňňă 1.1. Ěśńĺ f ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć z0, šő ć ¡šőľ šőůłě ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ Ł-Ř.

Ćăęŋżě őąőğŋăůěŋĺ£.

R^2 ⊃ D^f→ C ; z = x + iy; z = x − iy; (x; y) → (z; z) @ @z = 1 2 ( @ @x − i @ @y ) ; @@z = 1 2 ( @ @x + i @ @y ) : Łăęďőľ f(x; y) śőőšćěšśšćşěš ~f(z; z) šăł, ůšő^{∂f̃}_{∂z} (z; z) ≡^{∂f}_{∂z} (x; y);^{∂f̃}_{∂z} (z; z) ≡^{∂f}_{∂z} (x; y) @f @z = @ (u + iv) @z = @u @z + i@v @z = 1 2 ( @u @x + i@u @y ) + 1 2 i ( @v @x + i@v @y ) = 1 2 ( @u @x − @v @y ) + i 1 2 ( @u @y + @v @x ) : @f @z = @ (u + iv) @z = @u @z + i@v @z = 1 2 ( @u @x − i@u @y ) + 1 2 i ( @v @x − @v @y ) = 1 2 ( @u @x + i @v @x ) + 1 2 ( −@u @y + i@v @y ) : Ńěňňă 1.2. Ěśńĺ f şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň Ł-Ř. ć z_0, šő łăł ťşŋłűĺ£ R^2 ⊃ D → C ďń£ ŋě-ě: @f @z (z^0) = 0 ĺ f^′(z^0) = @f @z (z^0):

Ďĺťťěřěŋűĺăń łőňŕńěłśŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Ńěňňă 1.3. Ěśńĺ f ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć z0 = x0 + iy0, šő śőőšćěšśšćş¿źěě őšőąřăęěŋĺě

R^2 ⊃ D^f−→ R^2 ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć (x0; y0).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň f łăł R^2 ⊃ D^f−→ C . Ŕőńőęĺň ¸(´z) =^{f(z0+Δz)−f(z0)}_{Δz} − f^′(z_0). Šőčďă f(z_0 + ´z)−f(z_0) = f^′(z_0)·´z+¸(´z)´z = (_{∂u} ∂x + i^{∂v}_{∂x} ) (´x+i´y)+¸(´z)´z = (_{∂u} ∂x ´x −^{∂v}_{∂x} ´y ) +i (_{∂v} ∂x ´x +^{∂u}_{∂x} ´y ) + ¸(´z)´z. Śńěďőćăšěńĳŋő łăł ťşŋłűĺ£ R^2 ⊃ D^f−→ R^2 ( u(x_0 + ´x; y_0 + ´y); v(x_0 + ´x; y_0 + ´y) ) − ( u(x_0; y_0); v(x_0; y_0) ) = (_{∂u} ∂x −^{∂v}_{∂x} ∂v ∂x ∂u ∂x ) ( ´x ´y ) + —o( |´z|)

šő ěśšĳ ĺňěěš ďĺťťěřěŋűĺăń.

Šěőřěňă 1.1. Ťşŋłűĺ£ C ⊃ D^f−→ C ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć šőůłě z0 = x0 + iy0 ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ śőőšćěšśšćş¿źěě őšőąřăęěŋĺě R^2 ⊃ D^f−→ R^2 ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ĺ şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň Łőÿĺ-Řĺňăŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ R^2 ⊃ D^f−→ R^2 ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć (x0; y0). Šőčďă ( u(x_0 + ´x; y_0 + ´y); v(x_0 + ´x; y_0 + ´y) ) − ( u(x_0; y_0); v(x_0; y_0) ) = (_{∂u} ∂x ∂u ∂y ∂v ∂x ∂v ∂y ) ( ´x ´y ) + —o( |´z|);

čďě ´z = ´x + i´y. Ŕő¡šőňş ďń£ R^2 ⊃ D^f−→ C ĺňěěň

f(z_0 +´z)−f(z_0) = ( @u @x ´x + @u @y ´y ) +i ( @v @x ´x + @v @y ´y ) +—o( |´z|) = 1 2 [( @ @x − i @ @y ) (u + iv) ] (´x+i´y) + 1 2 [( @ @x + i @ @y ) (u + iv) ] (´x − i´y) + —o( |´z|) = @f @z ´z + @f @z (´x − i´y) + —o( |´z|)

Ěśńĺ f şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň Ł-Ř ć z_0, šő ŕő ńěňňě 1.2 f(z_0 + ´z) − f(z_0) =^{∂f}_{∂z} ´z + —o( |´z|) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, f ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć z_0.

Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ ńěňň 1.1 ĺ 1.3. Šőůŋő šăłęě, łăł ďń£ ćěźěśšćěŋŋżţ ťşŋłűĺľ, ďőłăğżćă¿šś£:

Šěőřěňă 1.2. Ŕşśšĳ C ⊃ D^{f,g}−→ C ĺ f; g ĺňě¿š łőňŕńěłśŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ć šőůłě z0. Šőčďă f ± g; f · g ĺ, ěśńĺ g(z_0) ≠ 0, šő ĺ^f_g ĺňě¿š łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć šőůłě z_0 ĺ (f ± g)^′(z_0) = f^′(z_0) ± g^′(z_0); (fg)^′(z_0) = f^′(z_0)g(z_0) + f(z_0)g^′(z_0); (^f_g )^′(z_0) =^{f ′ (z0)g(z0)−f(z0)g′ (z0)}_{g2(z0)} :

Šěőřěňă 1.3. Ŕşśšĳ C ⊃ D^f→ V^g→ C ; V ⊂ C , čďě f ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć šőůłě z0, ă g { ć šőůłě f(z_0). Šőčďă ’(z) = g(f(z)) ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć z_0 ĺ ’^′(z_0) = g^′(f(z_0))f^′(z_0). Ğăďăůă 1. Ďőłăğăšĳ šěőřěňż 1.2 ĺ 1.3.

x2 Čőńőňőřťŋżě ťşŋłűĺĺ.

Čőńőňőřťŋőśšĳ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čőćőř£š, ůšő D^f→ C čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ⊂ C , ěśńĺ őŋă ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć łăęďőľ šőůłě z ∈ D. Čőćőř£š, ůšő f čőńőňőřťŋă ć šőůłě z_0, ěśńĺ őŋă čőńőňőřťŋă ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ D ⊇ V ∋ z_0.

Ŕřĺňěřż.

1.f(z) = const; D^f→ ·; f^′(z) = 0.

2.f(z) = az, čďě a ≠ 0. Ěśńĺ a = re^{iφ}, šő f ŕőćőřăůĺćăěš ŋă ’ ĺ řăśš£čĺćăěš ć r řăğ. 3.f(z) = z^n Şćěńĺůĺćăěš şčőń ć n řăğ.

Ğăďăůă 2.1. Ěśńĺ f^′(z) = 0 ćś¿ďş ŋă őąńăśšĺ D ⊂ C , šő f = const ŋă D. Ěśńĺ f^′(z_0) ≠ 0, šő ć ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ z_0 f ďěľśšćşěš ŕőůšĺ, łăł ć ŕřĺňěřě 2.

Ğăďăůă 2.2. Ŕşśšĳ f^′(z_0) ≠ 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő f śőţřăŋ£ěš ćěńĺůĺŋş ĺ ŋăŕřăćńěŋĺě şčńă ňěęďş łřĺćżňĺ, ŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ć z_0.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺ£, śőţřăŋ£¿źĺě şčőń, ŋăğżćă¿šś£ łőŋťőřňŋżňĺ.

Ř£ďż.

Łăł ĺ ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺ ř£ďż łőňŕńěłśŋżţ ťşŋłűĺľ f(z) =^∞ ∑ n=1 f_n(z). Ćśě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ šěőřěňż ďőśńőćŋő ŕěřěŋőś£šś£ ŋă łőňŕńěłśŋżľ śńşůăľ, čďě ćňěśšő

ĺŋšěřćăńă {x ∈ R | ||x − x0| < r} řăśśňăšřĺćăěšś£ ďĺśł {z ∈ C | | |z − z0| < r}.

Ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ śšěŕěŋŋżě ř£ďż f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n c_n ∈ C .

Ğăďăůă 2.3. Ďőłăğăšĳ, ůšő, ěśńĺ ř£ď^∞ ∑ n=0 a^′_n(z) śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő, ă^∞ ∑ n=0 a_n(z) śţőďĺšś£ ţőš£ ąż ć őďŋőľ

šőůłě, šő šőčďă őŋ śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ĺ (^∞∑ n=0 a_n(z) )_′ =^∞ ∑ n=0 a^′_n(z).

Ğăďăůă 2.4. Ŕşśšĳ^1_R = lim_{n→∞}^n √ |c_n|. Šőčďă f(z) śţőďĺšś£ ăąśőń¿šŋő ŋă D = {z ∈ C | | |z − z0| < R} ĺ

řăśţőďĺšś£ ŋă D = {z ∈ C | | |z − z0| > R}. Ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě K ⊂ D f(z) śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő.

Ŕőńőęĺň: e^z = exp z = ∞∑ n=0 z^n n! cos z = ∞∑ n=0 (−1)^k z^{2k}

(2k)! = 1 2 (e^{iz} + e^{−iz})

sin z = ∞∑ n=0 (−1)^k z^{2k+1} (2k + 1)! = 1 2i (e^{iz} − e^{−iz})

Ğăďăůă 2.5. Ďőłăğăšĳ, ůšő e^z; cos z; sin z śşźěśšćş¿š ĺ čőńőňőřťŋż ŋă C . Ŋăľšĺ ďń£ łăęďőľ ĺğ ŋĺţ őąńăśšĳ D šăłş¿, ůšő f(D) = C .

x3 Łőňŕńěłśŋőě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě.

Ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě ĺŋšěčřăń { ¡šő ŕřěďěń ĺŋšěčřăńĳŋżţ śşňň S =^n ∑ k=0 f(_k )´z_k. Ěśńĺ ťőřňăńĳŋő śůĺšăšĳ ăřčşňěŋš ĺ ťşŋłűĺ¿ łőňŕńěłśŋżň ůĺśńőň, šő ŕőńşůĺšś£ ĺŋšěčřăń ŕő łřĺćőľ ‚ ⊂ C . Ŕřĺ ¡šőň S = n∑ k=0 ( u(_k) + iv(_k ) ) (´x + i´y) = n∑ k=0 ( u(_k)´x_k − v(_k)´y_k ) + i ( u(_k)´y_k + v(_k)´x_k ) : Őŕřěďěńěŋĺě. Ĺŋšěčřăńőň ťşŋłűĺĺ f(z) = u(x; y)+iv(x; y) ŕő łřĺćőľ ‚ ⊂ C ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ∫ γ f(z) dz^{def}= ∫ γ (udx − vdy) + i ∫ γ (udy + vdx)

Ěśńĺ w : [¸; ˛] → D { čńăďłă£ ŕăřăňěšřĺğăűĺ£ łřĺćőľ ‚ ĺ w(t) = x(t) + iy(t), šő ∫ γ f(z) dz = β∫ α ( u(w(t))x^′(t)dt − v(w(t))y^′ (t)dt ) + i β∫ α ( u(w(t))y^′(t)dt + v(w(t))x^′(t)dt ) = β∫ α f(w(t))w^′(t)dt:

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřăćă£ ůăśšĳ ŋě ğăćĺśĺš őš ŕăřăňěšřĺğăűĺĺ w(t).

Ŕřĺňěřż.

1. Ŕşśšĳ ‚ = {z ∈ C | | |r − a| = r} = {a+re^{it} | |t ∈ [0; 2ı]}. Šőčďă ∫ γ (z−a)^ndz = r^{n+1}i^{2π} ∫ 0 e^{i(n+1)t}dt = { 0; n ≠ −1 2ıi; n = −1:

2. Ŕşśšĳ n ≠ −1 ĺ ‚ ⊂ C { ŕşšĳ ś łőŋűăňĺ a; b. Řăśśňőšřĺň ŕăřăňěšřĺğăűĺ¿ w = w(t). Šőčďă ∫ γ z^ndz = β∫ α w^n(t)w^′(t)dt = 1 n + 1 β∫ α ( d dt (w^{n+1}(t)) ) dt = 1 n + 1

(w^{n+1}(˛) − w^{n+1}(¸)) = b^{n+1}

− a^{n+1} n + 1 : Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ őůěćĺďŋă

Šěőřěňă 3.1. ∫ γ (af + bg) dz = a ∫ γ f dz + b ∫ g dz; ∫ γ1∪γ2 f dz = ∫ γ1 f dz + ∫ γ2 f dz:

Ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ őřĺěŋšăűĺĺ ‚, ĺŋšěčřăń ňěŋ£ěš ğŋăł. | ∫ γ f dz| 6 ∫ γ |f| |dz|, čďě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ĺŋšěčřăń ŕő

ďńĺŋě ďşčĺ^β ∫ α |f| |z^′(t)| dt. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ |f(z)| 6 M, šő | ∫ γ f dz| 6 M |‚|, čďě |‚| { ďńĺŋă ďşčĺ.

x4 Šěőřěňă Łőÿĺ.

Ńěňňă 4.1. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő šřěşčőńĳŋĺłă ´ ⊂ D ∫ ∂Δ f dz = 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.

ffiflfflfìȷ ´ı `ȷ́ı `ȷ́ı^Æ ]

- Ĺšăł, Ŕşśšĳ | ∫ Δ f dz| = M > 0. Řăğőąĳ-ěň ´ ŋă 4 šřěşčőńĳŋĺłă a_1; a_2; a_3; a_4.

Šőčďă M = |^n ∑ i=1 ∫ a_i f dz| 6^n ∑ i=1 | ∫ a_i f dz|. Ğŋăůĺš, ďń£ őďŋőčő ĺğ ŋĺţ ´_1 ∈

{a_1; a_2; a_3; a_4} | ∫ Δ1 f dz| ¿^1_4 M. Ŕřőďőńęă£, ŋăţőďĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

šřěşčőńĳŋĺłőć ´ ⊃ ´_1 ⊃ ´_2 ⊃ · · · šăłĺţ, ůšő | ∫ Δ_n

f dz| ¿^1_{4k} M.

Ŕşśšĳ z_0 ∈ ⋂ ´_i ⊂ D. Ŕőńőęĺň ¸(z) =^{f(z)−f(z0)}_{z−z0} − f^′(z_0). Šőčďă ∀(" > 0)∃(‹ > 0)∀(0 < |z − z_0| < ‹) :

|¸(z)| < ". Ŕşśšĳ ´_n ⊂ {z ∈ C | | |z − z0| < ‹} { šőčďă, śőčńăśŋő ŕřĺňěřş 2: | | | ∫ ∂Δ_n f dz | | | = | | | ∫ ∂Δ_n f(z_0) dz + ∫ ∂Δ_n f^′(z_0)(z − z_0) dz + ∫ ∂Δ_n ¸(z)(z − z_0) dz | | | =

= | | | ∫ ∂Δ_n ¸(z)(z − z_0) dz | | | 6^∫_{∂Δ} n |¸(z)| |z − z_0| | dz| 6 " |@´_n|^2 = " ( |@´| 2^n

)_2 = " |@´|^2 4^n :

Šő ěśšĳ^1_{4n} M 6 | | | ∫ Δ_n

f dz | | | 6 "^{|∂Δ|2}_4n őšłşďă M 6 " |@´|^2 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő M = 0.

Šěőřěňă 4.1(Cauchy). Ŕşśšĳ f(z) čőńőňőřťŋă ŋă D ĺ ‚ ⊂ D { ğăňłŋşšżľ ŕşšĳ, čőňőšőŕŋżľ ŋşń¿. Šőčďă ∫ γ f(z) dz = 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ‚ { ńőňăŋă£, śőśšő£źă£ ĺğ őšřěğłőć. Łőŋšşř ‚ őčřăŋĺůĺćăěš őąńăśšĳ Q. Őŋă śš£čĺćăěňă ć šőůłş, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő ňőęěš ążšĳ řăğąĺšă ŋă łőŋěůŋőě ůĺśńő šřěşčőńĳŋĺłőć ´_i. Śőčńăśŋő ńěňňě 4.1, ∫ γ f(z) dz =^n ∑ i=1 ∫ Δ_i

f(z) dz = 0. Ĺŋšěčřăń ŕő ŕřőĺğćőńĳŋőňş ŕşšĺ £ćń£ěšś£ ŕřěďěńőň ĺŋšěčřăńőć ŕő ńőňăŋżň.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő f^′(z) ŋěŕřěřżćŋă, šő šěőřěňş Łőÿĺ ňőęŋő ďőłăğżćăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş Čřĺŋă (ćăřĺăŋš ťőřňşńż Śšőłśă). ∫ γ f dz = ∫ ∂Q (udx − vdy) + i ∫ ∂Q (udy + vdx) = ∫∫ Q ( − @v @x − @u @y ) dxdy + i ∫∫ Q ( @u @x − @v @y ) dxdy = 0

Šěőřěňă 4.2. Ŕşśšĳ f { čőńőňőřťŋă ć D ĺ G ⊂ D { łőňŕăłš, őčřăŋĺůěŋŋżľ łőŋěůŋżň ůĺśńőň łřĺćżţ. Šőčďă ∫ ∂G f dz = 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 4.1 0 = ∫ γ f dz = n∑ i=1 ∫ a_n f dz = ∫ ∂G f dz

x5 Ŕěřćő«őąřăğŋă£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕěřćőőąřăğŋőľ ťşŋłűĺĺ f(z) ć őąńăśšĺ D ŋăğżćăěšś£ čőńőňőřťŋă£ ć D ťşŋłűĺ£ F (z) šăłă£, ůšő F^′(z) = f(z).

Ğăďăůă 5.1. Ŕşśšĳ F { ŕěřćőőąřăğŋă£ ďń£ f. Ďőłăğăšĳ, ůšő ˘ { ŕěřćőőąřăğŋă£ ďń£ f ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ˘ = F + const.

Ńěňňă 5.1. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć łřşčě D = {z ∈ C | | |z − a| < r}. Šőčďă F (z) = ∫ [a,z] f(w) dw { ŕěřćőőąřăğŋă£

ďń£ f ć D.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ z + h ∈ D. Šőčďă, śőčńăśŋő ńěňňě 4.1 ĺ ŕřĺňěřş 3.2:

F (z+h)−F (z) = ∫ [a,z+h] f(w) dw − ∫ [a,z] f(w) dw = ∫ [z,z+h] f(w) dw = ∫ [z,z+h] f(z) dw + ∫ [z,z+h] ( f(w)−f(z) ) dw =

= f(z)h + ∫ [z,z+h] (f(z) − f(w)) dw ⇒ | |F (z + h) − F (z) h − f(z) | | 6^1_{|h|}^∫ [z,z+h] ¸(h) |dh|;

čďě ¸(h) = |f(z + h) − f(z)|. Ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ f ĺňěěň: ∀(" > 0)∃(‹ > 0)∀( |h| < ‹) : ¸(h) < ", ĺ ğŋăůĺš | |^{F (z+h)−F (z)} h − f(z) | | 6^1_{|h|} " |h| = ". Šő ěśšĳ F^′(z) = f(z).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f { čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D. Ŕěřćőőąřăğŋőľ f ćďőńĳ ŕşšĺ ‚ ⊂ D ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ˘(z) ŋă ‚ šăłă£, ůšő ďń£ ń¿ąőľ z_0 ∈ ‚ śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ z_0 ∈ U ⊂ D šăłă£, ůšő ˘(z) | |_{γ∩U} = F (z) | |_{γ∩U} , čďě F : U → C { ŕěřćőőąřăğŋă£ ďń£ f ŋă U.

Šěőřěňă 5.1. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ĺ ‚ ⊂ D { ŋěŕřěřżćŋżľ ŕşšĳ ś ŋăůăńőň a ĺ łőŋűőň b. Šőčďă f ĺňěěš ŕěřćőőąřăğŋş¿ ˘(z) ćďőńĳ ‚, ŕřĺůěň ˘(b) − ˘(a) = ∫ γ f(z) dz.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőłřőěň ‚ łřşčăňĺ ~Di ⊂ D ś űěŋšřăňĺ, ńěęăźĺňĺ ŋă ‚. Ĺśŕőńĳğş£ łőňŕăłšŋőśšĳ ‚, ćżąěřěň łőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő D_i. Şňěŋĳÿĺň řăďĺşś D_i šăł, ůšőąż D_i ∩D_j ≠ ∅ ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ |i − j| =

1. Ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş 5.1, ćżąěřěň ŋă D_i ŕěřćőőąřăğŋş¿ ~˘_i(z). Śőčńăśŋő ğăďăůě 5.1 ( ~˘_{i+1}(z) − ~˘_i(z) ) | | D_i+1∩D_i = const. Ŕőńőęĺň ˘_1(z) = ~˘_1(z); ˘_2(z) = ~˘_2(z)+ ( ˘_1(z) − ~˘_2(z) ) | | D1∩D2 ; ˘_3(z) = ~˘_3(z)+ ( ˘_2(z) − ~˘_3(z) ) | | D2∩D3 ĺ.š.ď. Śőčńăśŋő ğăďăůě 5.1, ćśě ˘_i £ćń£¿šś£ ŕěřćőőąřăğŋżňĺ ŋă D_i ĺ ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ˘ ďăśš ŋěŕřěřżćş¿ ťşŋłűĺ¿. Ěśńĺ ‚ { ńőňăŋă£, śőśšő£źă£ ĺğ őšřěğłőć, šő ∫ γ f(z) dz = ˘(b) − ˘(a) śńěďşěš ĺğ ńěňňż 5.1 ĺ ğăďăůĺ

5.1. Ŋěŕřěřżćŋżľ ŕşšĳ ‚ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ŕřěďěńőň šăłĺţ ńőňăŋżţ. Ŕřěďěń ĺŋšěčřăńőć ŕő ńőňăŋżň řăćěŋ ĺŋšěčřăńş ŕő ‚ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ∫ γ f(z) dz = ˘(b) − ˘(a)

Šěőřěňă 5.2. Ťşŋłűĺ£ f, čőńőňőřťŋă£ ć őďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ D, ĺňěěš ć ¡šőľ őąńăśšĺ ŕěřćőőąřăğŋş¿ F , ŕřĺůěň ďń£ ń¿ąőčő ŕşšĺ ‚ ⊂ D ś ŋăůăńőň a ĺ łőŋűőň ć b ćěřŋő ∫ γ f(z) dz = F (b) − F (a).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ a ∈ D. Ďń£ z ∈ D ŕőńőęĺň F (z) = ∫ γ_z f(w) dw, čďě ‚_z ⊂ D śőěďĺŋ£ěš a ĺ z. Śőčńăśŋő

šěőřěňě 4.1, őŕřěďěńěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ‚ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő łőřřěłšŋő. Śőčńăśŋő ńěňňě 5.1 ĺ šěőřěňě 5.1 F^′(z) = f(z) ĺ ∫ γ f(z) dz = F (b) − F (a).

x6 Ĺŋšěčřăńĳŋă£ ťőřňşńă Łőÿĺ.

Šěőřěňă 6.1(ő śřěďŋěň). Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ĺ G = {z ∈ C | | |z − z0| 6 r} ⊂ D. Šőčďă

f(z_0) = 12ıi ∫ ∂G f(z) z − z_0 dz = 1 2ı 2π∫ 0 f(z_0 + re^{it}) dt

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ∀(" > 0)∃(‹ > 0)∀( |z − z_0| 6 ‹) : |f(z) − f(z_0)| < ". Ŕőńőęĺň G_ρ = {z ∈ C | | |z − z0| 6 ȷ}.

Śőčńăśŋő šěőřěňě Łőÿĺ 4.2 : 0 = ∫ ∂G f(z) z−z0 dz − ∫ ∂G_ρ f(z) z−z0 d. Ŕő¡šőňş

f(z_0) − 1 2ıi ∫ ∂G f(z) z − z_0 dz = f(z_0) − 1 2ıi ∫ ∂G_ρ f(z) z − z_0 dz = f(z_0) 1 2ıi ∫ ∂G_ρ dz z − z_0 − 1 2ıi ∫ ∂G_ρ f(z) z − z_0 dz =

= 1 2ıi ∫ ∂G_ρ f(z) − f(z_0) z − z_0 dz ĺ | | |f(z^0) − 1 2ıi ∫ ∂G f(z) z − z_0 dz | | | 6^1_{2ı}^∫_{∂G} ρ " ȷ |dz| = "

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőďśšăćń££ z = z_0 + re^{it}, ĺňěěň

f(z_0) = 12ıi ∫ ∂G f(z) z − z_0 dz = 1 2ıi 2π∫ 0 f(z_0 + re^{it}) re^{it} · (z^0 + re^{it})^′dt = 1 2ı 2π∫ 0 f(z_0 + re^{it}) dt

Šěőřěňă 6.2(Cauchy). Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ĺ G ⊂ D { łőňŕăłš, őčřăŋĺůěŋŋżľ łőŋěůŋżň ůĺśńőň łřĺćżţ. Šőčďă 1 2ıi ∫ ∂G f(z) z − z_0 dz = { f(z_0); ěśńĺ z_0 ∈ G \ @G 0; ěśńĺ z_0 =∈ G:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ z_0 =∈ G, šő şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ šěőřěňż Łőÿĺ 4.2. Ěśńĺ z_0 ∈ G \ @G, šő řăśśňőšřĺň U = {z ∈ C | | |z − z0| 6 r} ⊂ G \ @G. Šőčďă ŕő šěőřěňě 6.1 ĺ 4.2 :

f(z_0) = 12ıi ∫ ∂U f(z) z − z_0 dz = 1 2ıi ∫ ∂U f(z) z − z_0 dz + 1 2ıi ∫ ∂(G\U) f(z) z − z_0 dz = 1 2ıi ∫ ∂G f(z) z − z_0 dz

x7 Řăğńőęěŋĺě ć ř£ď Šěľńőřă.

Šěőřěňă 7.1. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ĺ G = {z ∈ C | | |z − z0| < R} ⊂ D. Šőčďă f śőćŕăďăěš ŋă G

ś śşňňőľ ř£ďă^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n, čďě c_n =^1_{2πi} ∫ γ f(z) (z−z0)^n+1 dz ĺ ‚ = {z ∈ C | | |z − z0| = r < R}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő šěőřěňě Łőÿĺ 4.2, cn ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă r < R. Ŕşśšĳ z ∈ G ĺ r > |z − z0|. Řăśśňőšřĺň ř£ď^1_{w−z} =^1_{(w−z0)}ı_{1+ z−z0w−z0} ȷ =^∞ ∑ n=0 (z−z0)^n (w−z0)^n+1 . Ěśńĺ w ∈ ‚,šő | |^{(z−z0)n} (w−z0)^n+1 | | =^1_{|z−z0|} (| |^{z−z0}_{w−z0} | | )_{n+1} = ρ^n+1 |z−z0| , čďě ȷ = |z−z0| r < 1. Šăłĺň őąřăğőň, ř£ď ňăęőřĺřşěšś£ ăąśőń¿šŋő śţőď£źĺňś£ ĺ śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő

ŕő w ŋă ‚. Ťşŋłűĺ£ f(w) őčřăŋĺůěŋă ŋă ‚, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő,^∞ ∑ n=0 f(w)^{(z−z0)n}

(w−z0)^n+1 šăłęě śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő

ŕő w ŋă ‚, ĺ ěčő ňőęŋő ŕőůńěŋŋő ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ. Ŕő ťőřňşńě Łőÿĺ

f(z) = 1 2ıi ∫ γ f(w) w − z dw = 1 2ıi ∫ γ ∞∑ n=0 f(w)

(z − z_0)^n (w − z_0)^{n+1} dw = ∞∑ n=0 (z − z_0)^n ∫ γ f(w) 2ıi dw (w − z_0)^{n+1} = ∞∑ n=0 c_n(z − z_0)^n

Šěőřěňă 7.2. Ŕşśšĳ^1_R = lim_{n→∞} √ |c_n| < ∞. Šőčďă ťşŋłűĺ£ f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z − z_0)^n śşźěśšćşěš ĺ čőńőňőřťŋă

ć łřşčě D = {z ∈ C | | |z − z0| < R}, ŕřĺůěň f^′(z) šăłęě čőńőňőřťŋă ć D.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň ’(z) =^∞ ∑ n=1 nc_n(z − z_0)^{n−1}. Ććĺďş lim_{n→∞}^n √ n |c_n| = lim_{n→∞}^n √ |c_n| =^1_R . Ťşŋłűĺ£ ’(z) őŕřěďěńěŋă ŋă D ĺ řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă łőňŕăłšăţ ć D. Ğŋăůĺš ’(z) ňőęŋő ŕőůńěŋŋő ĺŋšěčřĺřőćăšĳ ŕő ŕşš£ň ć D. Ŕőńőęĺň F (z) = ∫ [z0,z] ’(w)dw = ∫ [z0,z] ∞∑ n=1 nc_n(w − z_0)^{n−1}dw =^∞ ∑ n=1 nc_n ∫ [z,z0] (w − z_0)^{n−1}dw = ∞∑ n=1 nc_n^1_n (w − z_0)^n | |^{w=z}_{w=z0} = f(z) − c0. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż: F (z + h) − F (z) = ∫ [z,z+h] ’(w) dw =^∞ ∑ n=1 nc_n ∫ [z,z+h] (w − z_0)^{n−1}dw =^∞ ∑ n=1 c_n(w − z_0)^n | |^{z+h}_z = ∞∑ n=1 c_n [(z + h − z_0)^n − (z − z_0)^n] = h^∞ ∑ n=1 nc_n(z − z_0)^{n−1} + h^2g(z). Šăłĺň

őąřăğőň, f^′(z) = lim_{h→0}^{f(z+h)−f(z)}_h = lim_{h→0}^{F (z+h)−F (z)}_h =^∞ ∑ n=1 nc_n(z − z_0)^{n−1} = ’(z). Ňż ďőłăğăńĺ, ůšő f^′(z) śşźě-

śšćşěš ĺ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ř£ďőň ś šěňĺ ęě śćőľśšćăňĺ, ůšő ĺ f(z). Śńěďőćăšěńĳŋő, f^{(2)}(z) šőęě śşźěśšćşěš, šő ěśšĳ f^′(z) { čőńőňőřťŋă.

x8 Łřĺšěřĺľ čőńőňőřťŋőśšĺ.

Šěőřěňă 8.1. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D. Šőčďă őŋă ĺňěěš šăň łőňŕńěłśŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ćśěţ ŕőř£ďłőć, őŋĺ čőńőňőřťŋż ĺ

f^{(n)}(z) = n! 2ıi ∫ ∂U f(w) (w − z)^{n+1} dw , čďě U = {w ∈ C | | |w − z| 6 r} ⊂ D

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ z0 ∈ D ĺ G = {z ∈ C | | |z − z0| 6 r} ⊂ D. Śőčńăśŋő šěőřěňě 7.1, f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z−z_0)^n ŋă G. Ŕő¡šőňş śőčńăśŋő šěőřěňě 7.2, f^′(z) čőńőňőřťŋă ŋă G \ @G. Ŕőćšőř££ řăśśşęďěŋĺě, ďőłăğżćăěň čőńőňőřťŋőśšĳ f^{(n)}(z) ŕřĺ ćśěţ n. Ŕőćšőř££ řăśśşęďěŋĺě ćěźěśšćěŋŋőčő ăŋăńĺğă, ŋăţőďĺň, ůšő c_n =^1_{n!} f^{(n)}(z_0). Śőŕőśšăćĺć ś šěőřěňőľ 7.1, ŕőńşůĺň ťőřňşńż ďń£ f^{(n)}(z). Šěőřěňă 8.2. Ŕşśšĳ U = {z ∈ C | | |z − a| < r} ĺ f : U → C . Šőčďă śńěďş¿źĺě 3 şśńőćĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż:

1. f čőńőňőřťŋă ć U, šő ěśšĳ ĺňěěš łőňŕńěłśŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ć łăęďőľ šőůłě U.

2. f ŋěŕřěřżćŋă ć U ĺ ĺŋšěčřăń ŕő čřăŋĺűě ń¿ąőčő šřěşčőńĳŋĺłă ´ ⊂ U řăćěŋ 0.

3. f(z) =^∞ ∑ n=0 c_n(z − a)^n ŋă D.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. (1)⇒(2) { ¡šő šěőřěňă 4.1, (1)⇒(3) { ¡šő šěőřěňă 7.1, (3)⇒(1) { ¡šő šěőřěňă 7.2. Ďőłăęěň (2)⇒(1) (Šěőřěňă Ňőřěřă). Ŕőńőęĺň F (z) = ∫ [a,z] f(w) dw. Šőčďă F (z + h) − F (z) = ∫ [z,z+h] f(w) dw ĺ | |F (z + h) − F (z) h − f(z) | | = 1 h | | | | ∫ [z,z+h] f(w) dw − hf(z) | | | | 6^1_h | | | | ∫ [z,z+h] (f(w) − f(z))dw | | | | 6^1_h max_{[z,z+h]} |f(w) − f(z)| · h

Ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ f(z) : ∀(" > 0)∃(‹ > 0)∀( |w − z| < ‹) : |f(w) − f(z)| < ". Ŕő¡šőňş F^′(z) = f(z). Šăłĺň őąřăğőň, F (z) { čőńőňőřťŋă. Śőčńăśŋő šěőřěňě 8.1, őšś¿ďă śńěďşěš čőńőňőřťŋőśšĳ f(z).

x9 Šěőřěňă Ćěľěřÿšřăśśă.

Ńěňňă 9.1. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺĺ {f_n(z)} čőńőňőřťŋż ć ğăňłŋşšőň łřşčě U = {z ∈ C | | |z − a| 6 R} ĺ ř£ď

f(z) =^∞ ∑ n=0 f_n(z) řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă U. Šőčďă f { čőńőňőřťŋă ĺ f^′(z) =^∞ ∑ n=0 f^′_n(z).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ‚ ⊂ U { čřăŋĺűă šřěşčőńĳŋĺłă, šő ććĺďş řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ: ∫ γ f dz = ∞∑ n=0 ∫ γ f_n dz ĺ, śőčńăśŋő šěőřěňě 8.2, f(z) { čőńőňőřťŋă. Śőčńăśŋő šěőřěňě 8.1,

f^′(a) = 12ıi ∫ ∂U f(z) (z − a)^2 dz = 1 2ıi ∫ ∂U ∞∑ n=0 f_n(z) (z − a)^2 dz = ∞∑ n=0 1 2ıi ∫ ∂U f_n(z) (z − a)^2 dz = ∞∑ n=0 f^′_n(z)

Šěőřěňă 9.1(Weierstrass). Ŕşśšĳ {f_n(z)} čőńőňőřťŋż ć őąńăśšĺ D ĺ f(z) =^∞ ∑ n=0 f_n(z) řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£

ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě ć D. Šőčďă f { čőńőňőřťŋă ĺ f^′(z) =^∞ ∑ n=0 f^′_n(z).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śńěďşěš ĺğ ńěňňż 9.1.

x10 Ťşŋłűĺĺ čőńőňőřťŋżě ć łőńĳűě. Ř£ďż Ńőřăŋă.

Šěőřěňă 10.1. Ŕşśšĳ f(z) čőńőňőřťŋă ć łőńĳűě V = {0 6 r < |z − a| < R 6 ∞}. Šőčďă ŋă V

f(z) = ∞∑ n=−∞ c_n(z − a)^n, čďě c_n = 12ıi ∫ γ_ρ f(w) (w − a)^{n+1} dw ĺ ‚_ρ = {z ∈ C | | |z − a| = ȷ} ⊂ V

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ z ∈ V ĺ U = {w ∈ V | |¸ 6 |w − a| 6 ˛} ∋ z. Ŕő ťőřňşńě Łőÿĺ

f(z) = 1 2ıi ∫ ∂U f(w) (w − z) dw = f_β(z) − f_α(z), čďě

f_β (z) = 1 2ıi ∫ γ_β f(w) w − z dw = 1 2ıi ∫ γ_β f(w) 1

(w − a) ( 1 −^{z−a}_{w−a} )dw = 1 2ıi ∫ γ_β f(w) ∞∑ n=0 (z − a)^n (w − a)^{n+1} dw = ∞∑ n=0 c_n(z − a)^n

f_α(z) = 1 2ıi ∫ γ_α f(w) w − z dw = − 1 2ıi ∫ γ_α f(w) (z − a) ( 1 −^{w−a}_{z−a} )dw = − ∫ γ_α f(w) 2ıi ∞∑ n=0 (z − a)^{n−1} (w − a)^n dw = − ∞∑ n=1 c_{−n}(z − a)^{−n}

Őŕřěďěńěŋĺě. Ř£ď^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − a)^n ŋăğżćăěšś£ ř£ďőň Ńőřăŋă. ff_1 =^∞ ∑ n=0 c_n(z − a)^n { ěčő ŕřăćĺńĳŋă£ ůăśšĳ,

ff_2 =^{−∞} ∑ n=−1 c_n(z − a)^n { ěčő čńăćŋă£ ůăśšĳ.

Šěőřěňă 10.2. Ř£ď Ńőřăŋă ğăďăěš ťşŋłűĺ¿, čőńőňőřťŋş¿ ć łőńĳűě V = {z ∈ C | |r < |z − a| < R}, čďě r = lim_{n→+∞}^n √ |c_{−n}| ĺ R =^1_{limn→+∞ n}√_{|cn|} .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě Ăąěń£ ff1 ĺ ff2 śţőď£šś£ řăćŋőňěřŋő ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě ć V . Ŕő šěőřěňě Ćěľěřÿšřăśśă śşňňă čőńőňőřťŋă.

Šěőřěňă 10.3(Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ĺ ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ). Ŕşśšĳ f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − a)^n čőńőňőřťŋă ć

V = {z | |r < |z − a| < R} ĺ ‚ρ = {z | | |z − a| = ȷ} ⊂ V .

Šőčďă c_n = 1 2ıi ∫ γ_ρ f(w) (w − a)^{n+1} dw ĺ |c_n| 6 M ȷ^n

, čďě M = max_{γρ} |f|

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ∫ γ_ρ f(z)dz (z − a)^{n+1} = ∫ γ_ρ ∞∑ m=−∞ c_m(z − a)^m dz (z − a)^{n+1}

= 2ıic_n

Šăłĺň őąřăğőň |c_n| 6 1 2ı ∫ γ_ρ |f(z)| ȷ^{n+1} |dz| = 1 2ı M ȷ^{n+1} 2ıȷ = M ȷ^n .

Šěőřěňă 10.4(Liouville). Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ čőńőňőřťŋă ŋă ćśěľ ŕńőśłőśšĺ ĺ őčřăŋĺůěŋă, šő őŋă ŕőśšő£ŋŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ f =^∞ ∑ n=0 c_nz^n ĺ |f| 6 M. Šőčďă ŕő ŋěřăćěŋśšćş Łőÿĺ |c_n| 6^M_{ρn} ďń£ ćśěţ ȷ > 0.

x11 Ĺğőńĺřőćăŋŋżě őśőążě šőůłĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłă a ∈ C { ĺğőńĺřőćăŋŋă£ őśőąă£ šőůłă f(z), ěśńĺ őŋă čőńőňőřťŋă ć ŋěłőšőřőľ ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ a. Őŋă ŋăğżćăěšś£ şśšřăŋĺňőľ, ěśńĺ lim_{z→a} f(z) = A ∈ C , ŕőń¿śőň, ěśńĺ lim_{z→a} f(z) = ∞ ĺ śşźěśšćěŋŋő őśőąőľ ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.

Šěőřěňă 11.1. Ŕşśšĳ a { ĺğőńĺřőćăŋŋă£ őśőąă£ šőůłă ťşŋłűĺĺ f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − a)^n. Šőčďă

1. a { şśšřăŋĺňă ⇐⇒ |f(z)| 6 M ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ a ⇐⇒ c_n = 0 ŕřĺ n < 0.

2. a { ŕőń¿ś ⇐⇒ c_n = 0 ŕřĺ n < N < 0 ĺ c_N ≠ 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1. Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ a : |f(z)| 6 M. Ŕő ŋěřăćěŋśšćş Łőÿĺ |cn| 6^M_ρn ŕřĺ ȷ < R, őšś¿ďă c_n = 0 ŕřĺ n < 0, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, a { şśšřăŋĺňă.

2. Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ |f(z)| > 0, šőčďă: ’(z) =^1_{f(z)} čőńőňőřťŋă, őśőąěŋŋőśšĳ şśšřăŋĺňă, ĺ

’(z) = (z − a)^N ·^∞ ∑ n=0 c_n(z − a)^n, čďě c_0 ≠ 0. Śńěďőćăšěńĳŋő f(z) =^1_{φ(z)} = (z − a)^{−N} ·^∞ ∑ n=0 b_n(z − a)^n, čďě b_0 ≠ 0.

Őąřăšŋőě őůěćĺďŋő.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ěśńĺ f(z) = (z − a)^N ·^∞ ∑ n=0 c_n(z − a)^n ĺ c_0 ≠ 0, šő ŕřĺ N > 0, N ŋăğżćăěšś£ ŕőř£ďłőň ŋşń£, ă ŕřĺ N < 0, ůĺśńő −N ŋăğżćăěšś£ ŕőř£ďłőň ŕőń¿śă.

Ğăďăůă 11.1. f ĺňěěš ŕőń¿ś ŕőř£ďłă N ć ă ⇐⇒ f^{−1} ĺňěěš 0 ŕőř£ďłă −N ć a. Šěőřěňă 11.2(Śőţőűłĺľ). Ŕşśšĳ a { śşźěśšćěŋŋă£ őśőąă£ šőůłă ťşŋłűĺĺ f ĺ A ∈ C ∪∞. Šőčďă śşźěśšćşěš a_n → a šăłă£, ůšő f(a_n) → A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ A = ∞. Šőčďă şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż śńěďşěš ĺğ ŋěőčřăŋĺůěŋŋőśšĺ f ć ń¿ąőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ a. Ŕşśšĳ A ∈ C . Šőčďă ĺńĺ 1) ∃a_n → a, čďě f(a_n) = A ĺńĺ ęě 2) ∃ őłřěśšŋőśšĳ a, čďě f(z) ≠ A. Ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě, ć ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ ťşŋłűĺ£ ’(z) =^1_{f(z)−A} čőńőňőřťŋă, ĺ a { ěě śşźěśšćěŋŋă£ őśőąă£ šőůłă. Ğŋăůĺš, łăł şęě ďőłăğăŋő ∃a_n → a, čďě ’(a_n) → ∞. Ŋő šőčďă lim_{n→∞} f(a_n) = lim_{n→∞} ( A +^1_{φ(an)} ) = A. Őŕřěďěńěŋĺě. Čőćőř£š, ůšő ∞ { ĺğőńĺřőćăŋŋă£ őśőąă£ šőůłă f(z), ěśńĺ f { čőńőňőřťŋă ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ {R < |z| < ∞} šőůłĺ ∞. Ďń£ ŋĺţ šă ęě łńăśśĺťĺłăűĺ£: şśšřăŋĺňă£, ŕőń¿ś, śşźěśšćěŋŋő őśőąă£.

Ğăďăůă 11.2. ∞ { ĺğőńĺřőćăŋŋă£ őśőąă£ šőůłă f(z) ⇐⇒ 0 { ĺğőńĺřőćăŋŋă£ őśőąă£ šőůłă g(z) = f(z^{−1}). Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ čőńőňőřťŋă£ ŋă ćśěň C ŋăğżćăěšś£ űěńőľ. Ěśńĺ f ŋě ĺňěěš ŋă D ⊂ C = C ∪ ∞ ďřşčĺţ šőůěł ŋěčőńőňőřťŋőśšĺ, łřőňě şśšřăŋĺňżţ ĺ ŕőń¿śőć, šő čőćőř£š, ůšő f ňěřőňőřťŋă ŋă D. Ğăďăůă 11.3. Ěśńĺ f { ňěřőňőřťŋă ŋă C , šő őŋă řăűĺőŋăńĳŋă, šő ěśšĳ f(z) =^{a0zn+...+an}_{b0z}m_{+...+bm} .

x12 Ćżůěšż ĺ Ĺŋšěčřăńż ć śňżśńě čńăćŋőčő ğŋăůěŋĺ£.

Ďăńěě, ěśńĺ ŋě őčőćőřěŋő ŕřőšĺćŋőě, ćśě łőŋšşřż śůĺšă¿šś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − z_0)^n őŕřěďěńěŋă ć őąńăśšĺ U ĺ ‚ = {z ∈ C | | |z − z0| = r} ⊂ U. Šőčďă ćěńĺůĺŋă res_{z0} f = c_{−1} =^1_{2πi} ∫ γ f(z) dz ŋăğżćăěšś£ ćżůěšőň f.

Šěőřěňă 12.1. Ŕşśšĳ f(z) čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D, ćś¿ďş łřőňě ĺğőńĺřőćăŋŋżţ őśőążţ šőůěł, G ⊂ D { łőňŕăłšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ĺ @G ŋě śőďěřęĺš őśőążţ šőůěł. Šőčďă ∫ ∂G f(z) dz = ∑ j res_{zj} f, čďě śşňňă ąěřěšś£

ŕő ćśěň őśőążň šőůłăň z_i ∈ G. Ďőłăğăšěńĳśšćő. K n n n `ȷ́ı^{G‚2}

‚_1

36 6 7 z_1

z_2 p p^Œ Śőčńăśŋő šěőřěňě 4.2:^∫_{∂G} f(z) zd −^∑_j^∫_{γj} f(z) dz = 0;

čďě ‚_j ⊂ G { ğăňłŋşšżľ łőŋšşř, őłřşęă¿źĺľ šőůłş z_j . Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ` = @G śőďěřęĺš ĺğőńĺřőćăŋŋżě őśőążě šőůłĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_n(z − z_0)^n őŕřěďěńěŋă ć U \ z_0 ĺ z_0 ∈ ` ⊂ U. Ŕőńőęĺň G_ε = {z ∈

C^| |z − z0| 6 "} ĺ `ε = ` \ Gε. Šőčďă v:p:^∫_Γ f(z) dz = lim_{ε→0}^∫_{Γε} f(z) dz ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřăńőň ŕő ` ć śňżśńě

čńăćŋőčő ğŋăůěŋĺ£.

Šěőřěňă 12.2. Ŕşśšĳ —(z) { čőńőňőřťŋă ć ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ z_0, |—(z) − —(z_0)| 6 const |z − z_0| (şśńő-

ćĺě Ńĺŕÿĺűă) ĺ z_0 ∈ `, čďě ` { čńăďłă£ łřĺćă£. Šőčďă v:p: ∫ Γ —(z) z − z_0 dz = ıi—(z_0) + ∫ Γ —(z) − —(z_0) z − z_0 dz.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.a ¯˘ ˚ˇ 6 6 9 `_ε

‚^′ ‚^{′′}

Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ` { ğăňłŋşšă. Ŕőńőęĺň ‚_ε = {z ∈ C | | |z − z0| = "} = ‚^′ ∪ ‚^{′′}, čďě ‚^′ ∩ ‚^{′′} ⊂ `.

Šőčďă ∫ Γ_ε

—(z) z − z_0 = ∫ Γ_ε

—(z) − —(z_0) z − z_0 + ∫ Γ_ε

—(z_0) z − z_0 = ∫ Γ_ε

—(z) − —(z_0)

z − z_0 dz + ∫ γ^′ —(z_0) z − z_0 dz

Ŕő¡šőňş lim_{ε→0} ∫ Γ_ε

—(z) z − z_0 = ∫ Γ —(z) − —(z_0)

z − z_0 dz + ıi—(z^0).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f(z) =^∞ ∑ n=−∞ c_nz^n čőńőňőřťŋă ć U = {z ∈ C | | |z| > R} ĺ ‚ = {z ∈ C | | |z − z0| = r} ⊂ U

{ őřĺěŋšĺřőćăŋ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ. Šőčďă res_∞ f = −c_{−1} = −^1_{2πi} ∫ γ f(z) dz ŋăğżćăěšś£ ćżůěšőň ć ∞.

Šěőřěňă 12.3. Ŕşśšĳ f(z) čőńőňőřťŋă ćś¿ďş ŋă C , ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł z_1; : : : ; z_n ∈

C ∪ ∞. Šőčďă^{n∑}_{i=1} res_{zi} f = 0.

x13 Ŕřĺŋűĺŕ ăřčşňěŋšă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ć śńşůăě, ěśńĺ f ĺňěěš ć z0 ŋşńĳ(ĺńĺ ŕőń¿ś) ŕőř£ďłă n, ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő f ĺňěěš ć z0 n ŋşńěľ (śőőšćěšśšćěŋŋő, n ŕőń¿śőć).

Šěőřěňă 13.1. Ŕşśšĳ f ňěřőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ĺ ` ⊂ D { ŋěŕřěřżćŋă£ łřĺćă£, őčřăŋĺůĺćă¿źă£ őąńăśšĳ G. Ŕşśšĳ N { ůĺśńő ŋşńěľ, ă P { ůĺśńő ŕőń¿śőć f ć őąńăśšĺ G, ŕřĺůěň @G = ` ŋě śőďěřęĺš őśőążţ šőůěł. Šőčďă N − P =^1_{2πi} ∫ Γ f^′(z) f(z) dz.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ‚ ⊂ G { łőŋšşř ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ z0. Šőčďă, ěśńĺ f(z) = (z − z0)^n’(z), čďě ’(z_0) ≠ 0, šő f^′(z) = (z − z_0)^{n−1} ((z − z_0)’^′(z) + n’(z)) ĺ^{f ′}_f =^1_{z−z0} ( n + (z − z_0)^{φ′(z)}_{φ(z)} ) . Šăłĺň őąřăğőň 1 2πi ∫ γ f^′ f dz = n. Ŕő šěőřěňě Łőÿĺ^1_{2πi} ∫ Γ f^′ (z) f(z) dz řăćěŋ śşňňě ćśěţ ĺŋšěčřăńőć ćĺďă 1 2πi ∫ γ f^′ f dz, ŕőśšřőěŋŋżţ ŕő

šőůłăň z_0, čďě n ≠ 0. Śńěďőćăšěńĳŋő,^1_{2πi} ∫ Γ f^′ (z) f(z) dz = N − P .

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ůĺśńő ’ ∈ [0; 2ı) ŋăğżćăěšś£ ăřčşňěŋšőň ůĺśńă u = re^{iφ}. Őąőğŋăůăěšś£ arg u. Ěśńĺ u { őąţőďĺš `, őďĺŋ řăğ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ, f őŕřěďěńěŋă ŋă ` ĺ f | |_Γ ≠ 0, šő e^{i arg f(u)} őąţőďĺš S = {z ∈

C^| |z| = 1} űěńőě ůĺśńő řăğ, őąőğŋăůăěňőě^1_{2π} ´Γ arg f.

Šěőřěňă 13.2(Ŕřĺŋűĺŕ ăřčşňěŋšă). Ć ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ţ šěőřěňż 13.1 N − P =^1_{2π} ´Γ arg f(z). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőďěťőřňĺřşěň ` ć ňăńżě łőŋšşřż ‚ ćőłřşč ŋşńěľ ĺ ŕőń¿śőć f(z), ĺ őšřěğłĺ, śőěďĺŋ£¿źĺě ĺţ ś ` (śň řĺś ł š-ňě 4.2). Őšřěğłĺ ŕřőţőď£šś£ ďćăęďż ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ ĺ ćłńăď ć^1_{2π} ´_Γ arg f(z) ŋě ďă¿š. Śńěďőćăšěńĳŋő,^1_{2π} ´_Γ arg f(z) řăćŋő śşňňě^1_{2π} ´_γ arg f(z) ŕő šăłĺň ‚. Ěśńĺ ‚ { ňăńěŋĳłĺľ łőŋšşř ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ z_0, čďě f(z) = (z − z_0)^n’(z) ĺ ’(z_0) ≠ 0, šő^1_{2π} ´_γ arg f(z) = n. Šěőřěňă 13.3 (Rouch«e) . Ŕşśšĳ f ĺ g čőńőňőřťŋż ć ğăňłŋşšőľ őąńăśšĺ G ś ŋěŕřěřżćŋőľ čřăŋĺűěľ @G. Ŕşśšĳ |f(z)| > |g(z)| ŋă @G. Šőčďă ťşŋłűĺĺ f ĺ f + g ĺňě¿š ć G őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ŋşńěľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň Fλ = f + –g. Ŕřĺ 0 6 – 6 1: Fλ | |_{∂G} ≠ 0. Śńěďőćăšěńĳŋő (–) =^1_{2π} ´Γ arg Fλ(z) śşźěśšćşěš, ŋěŕřěřżćŋă, ĺ ğŋăůĺš ŕőśšő£ŋŋă. Ć ůăśšŋőśšĺ, 1 2ı ´_Γ arg f(z) = 1 2ı ´_Γ arg F_0(z) = 1 2ı ´` arg F_1(z) = 1 2ı ´_Γ arg(f(z) + g(z))

Śńěďśšćĺě 13.4 (Őśŋőćŋă£ Šěőřěňă Ăńčěąřż). Ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n ĺňěěš ć C n łőřŋěľ. Ďőłăğăšěńĳśšćő. P_n = a_nz^n + · · · + a_0 = f(z) + g(z), čďě f(z) = a_nz^n; g(z) = a_{n−1}z^{n−1} + · · ·+ a_0. Ŕřĺňěŋĺň šěőřěňş Řşÿě ŕřĺ ąőńĳÿőň R ŋă {z ∈ C | | |z| = R}.

x14 Šőŕőńőčĺůěśłĺě śćőľśšćă ňěřőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ.

Ńěňňă 14.1. Ŕşśšĳ f(z) = w_0 +(z −z_0)^n’(z), čďě 1 6 n, ’ { čőńőňőřťŋă ć D ĺ ’(z_0) ≠ 0. Šőčďă śşźěśšćş¿š őąńăśšĺ z_0 ∈ U ⊂ D ĺ w_0 ∈ W ⊂ f(U), šăłĺě ůšő W { őšłřżšőě ňŋőęěśšćő, ĺ ďń£ ń¿ąőčő w ∈ W \ w_0, f^{−1}(w) ∩ U śőśšőĺš ĺğ n šőůěł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ D = {z ∈ C | | |z − z0| 6 r} { őąńăśšĳ, čďě ’(z) ≠ 0; U = D \ @D ĺ — = min_{z∈∂D} |f(z) − w_0| > 0. Ŕőńőęĺň W = {w ∈ C | | |w − w0| < —}. Ěśńĺ w ∈ W \ w0, šő f(z) − w = (f(z) − w0) + (w_0 − w), čďě ŋă @D: |f(z) − w_0| ¿ —, |w_0 − w| < —. Ŕő šěőřěňě Řşÿě f(z) − w ĺňěěš n łőřŋěľ ŋă U. Šő ěśšĳ f ŕřĺŋĺňăěš ŋă U ğŋăůěŋĺě w ≠ w_0 n ¿ 1 řăğ.

Šěőřěňă 14.1 (Śőţřăŋěŋĺě őąńăśšĺ). Ěśńĺ f čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ĺ f ≠ const, šő f(D) { šőęě őąńăśšĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő ńěňňě 14.1, ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ z_0 ∈ D śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ W šőůłĺ w_0 = f(z_0), šăłă£ ůšő W ⊂ f(D).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ f ŋăğżćăěšś£ őďŋőńĺśšŋőľ, ěśńĺ f(z_1) ≠ f(z_2) ŕřĺ z_1 ≠ z_2. Šěőřěňă 14.2 (Łřĺšěřĺľ őďŋőńĺśšŋőśšĺ). Čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ f őďŋőńĺśšŋă ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ z_0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă łőčďă f^′(z_0) ≠ 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő ńěňňě 14.1, őąřăšĺňőśšĳ f ć őłřěśšŋőśšĺ z0 ¡łćĺćăńěŋšŋă řăćěŋśšćş f(z) = w_0 + (z − z_0)’(z), čďě ’(z_0) ≠ 0. Ŋő ¡šő ¡łćĺćăńěŋšŋő f^′(z_0) ≠ 0.

Ğăďăůă 14.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő őąřăšŋă£ g ł őďŋőńĺśšŋőľ ťşŋłűĺĺ f šőęě őďŋőńĺśšŋă ĺ g^′(w0) =^1_f ′_{(z0)} . Šěőřěňă 14.3 (Ŕřĺŋűĺŕ ňăłśĺňşňă ňőďşń£). Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ f ≠ const čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ D ĺ ŋěŕřěřżćŋă ć D, šő |f| ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă ŋă @D.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ |f| ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă ć z0 ∈ D ĺ w0 = f(z0). Šőčďă, śőčńăśŋő ńěňňě 14.1 W = {z ∈ C | | |w − w0| < r} ⊂ f(D) ďń£ ŋěłőšőřőčő r, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő śşźěśšćş¿š w = f(z); z ∈ D šăłĺě ůšő |f(z)| = |w| > |w_0|.

Šěőřěňă 14.4 (Schwartz Lemm). Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ŋă U = {z ∈ C | | |z| < 1}; f(0) = 0 ĺ |f(z)| 6 1.

Šőčďă |f(z)| 6 |z|, ĺ ěśńĺ |f(z_0)| = |z_0| ŕřĺ z_0 ≠ 0, šő f(z) = ¸z, čďě |¸| = 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ťşŋłűĺ£ ’(z) =^{f(z)}_z čőńőňőřťŋă ŋă łăęďőň Ur = {z ∈ C | | |z| 6 r}; r < 1. Śőčńăśŋő šěőřěňě 14.3, max_{z∈Ur} |’(z)| 6 max_{z∈∂Ur} |^{f(z)}_z | 6^1_r . Őšś¿ďă |’(z)| 6 1 ĺ |f(z)| 6 |z|. Ěśńĺ |f(z_0)| = |z_0|, šő |’(z_0)| = 1, ĺ śőčńăśŋő šěőřěňě 14.3, ’(z) = const. Šő ěśšĳ f(z) = ¸z, čďě |¸| = 1.

x15 Ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă łőňŕăłšŋżţ śěňěľśšćăţ ťşŋłűĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ {f} ŋăğżćăěšś£ řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋŋżň ćŋşšřĺ őąńăśšĺ D, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő łőňŕăłšă K ⊂ D śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă M = M(K), šăłă£ ůšő |f(z)| 6 M ďń£ ćśěţ f ∈ {f}; z ∈ K. Ğăďăůă 15.1. Ěśńĺ śěňěľśšćő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ {f} řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő ćŋşšřĺ D, šő śěňěľśšćő {f^′} šăłęě řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő ćŋşšřĺ D. (Şłăğăŋĺě: Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ťőřňşńőľ Łőÿĺ). Őŕřěďěńěŋĺě. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ {f} ŋăğżćăěšś£ řăćŋőśšěŕěŋŋő ŋěŕřěřżćŋżň ćŋşšřĺ őąńăśšĺ D, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ĺ ń¿ąőčő łőňŕăłšă K ⊂ D śşźěśšćşěš ‹ = ‹("; K), šăłőě ůšő ďń£ ń¿ążţ (z_1; z_2 ∈ K; |z_1 − z_2| < ‹) ĺ ďń£ ćśěţ f ∈ {f} ćżŕőńŋ£ěšś£ |f(z_1) − f(z_2)| < ".

Ğăďăůă 15.2. Ěśńĺ śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ {f} čőńőňőřťŋżţ ć őąńăśšĺ D, řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő ć őąńăśšĺ D, šő őŋő řăćŋőśšěŕěŋŋő ŋěŕřěřżćŋő ćŋşšřĺ D. (Şłăğăŋĺě: Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ğăďăůěľ 15.1). Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ ŋă D ŋăğőćěň ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ, ěśńĺ őŋă řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă łăęďőň łőňŕăłšě K ⊂ D.

Šěőřěňă 15.1 (Montel). Ŕşśšĳ {f} śěňěľśšćő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋŋżţ ćŋşšřĺ D. Šőčďă ĺğ łăęďőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {f_n} ⊂ {f} ňőęŋő ćżąřăšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ Q = {z_1; z_2; : : :} { ňŋőęěśšćő ćśěţ řăűĺőŋăńĳŋżţ šőůěł ć D. Ćżąěřěň ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ f_n ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f^1_n, šăłş¿ ůšő f^1_n(z_1) śţőďĺšś£. Ćżąěřěň ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ f^1_n ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f^2_n, šăłş¿ ůšő f^2_n(z_2) śţőďĺšś£ ĺ.š.ď. : : : Ŕőńőęĺň h_n = f^n_n . Šőčďă h_n(z_p) śţőďĺšś£ ŕřĺ ń¿ąőň p. Ďőłăęěň ťşŋďăňěŋšăńĳŋőśšĳ h_n. Ŕşśšĳ K ⊂ D { łőňŕăłš, šőčďă, śőčńăśŋő ğăďăůě 15.2, śşźěśšćşěš ŕőłřżšĺě ňŋőęěśšćă K łćăďřăšĺłăňĺ, šăłőě ůšő, ěśńĺ z^′ ĺ z^{′′} ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş łćăďřăšĺłş, šő |f(z^′) − f(z^{′′})| <^ε_3 . Ććĺďş łőňŕăłšŋőśšĺ K łćăďřăšĺłĺ ňőęŋő ćżąřăšĳ ć łőŋěůŋőň ůĺśńě. Ćżąěřěň ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ ŕő šőůłě ĺğ Q. Ŕőńşůĺň šőůłĺ z_1; : : :; z_p. Ććĺďş śţőďĺňőśšĺ h_n(z_k), ŕő Łřĺšěřĺ¿ Łőÿĺ śşźěśšćşěš N, šăłőě ůšő |h_m(z_i) − h_n(z_i)| <^ε_3 ŕřĺ n; m > N ĺ ćśěţ i. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ z_k ńěęĺš ć šőň ęě łćăďřăšĺłě, ůšő ĺ z, šő |h_m(z) − h_n(z)| 6 |h_m(z) − h_m(z_k)| + |h_m(z_k) − h_n(z_k)| + |h_n(z_k) − h_n(z)| < " ĺ ŕő łřĺšěřĺ¿ Łőÿĺ h_n(z) řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă K.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ {f} ŋăğżćăěšś£ łőňŕăłšŋżň, ěśńĺ ĺğ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {f_n} ⊂ {f} ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, řăćŋőňěřŋő śţőď£źş¿ś£ ł ťşŋłűĺĺ f_∗ ∈ {f} ŋă łăęďőň łőňŕăłšě K ⊂ D.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě J : {f} → C ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺőŋăńőň. Őŋ ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {f_n} ⊂ {f}: lim_{n→∞} J(f_n) = J ( lim_{n→∞} f_n ) . Ğăďăůă 15.3. Ŕşśšĳ {f} { śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ čőńőňőřťŋżţ ć őąńăśšĺ D ∋ a. Ďőłăğăšĳ, ůšő J(f) = f^{(p)}(a) { ŋěŕřěřżćŋżľ ťşŋłűĺőŋăń.

Šěőřěňă 15.2. Ŕşśšĳ J - ŋěŕřěřżćŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă łőňŕăłšě {f}. Šőčďă śşźěśšćşěš f_0 ∈ {f}, šăłă£ ůšő |J(f_0)| ¿ |J(f)| ďń£ ćśěţ f ∈ {f} Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ A = sup_{f∈{f}} |J(f)|. Šőčďă śşźěśšćşěš {f_n} ⊂ {f}, šăłă£ ůšő lim_{n→∞} |J(f_n)| = A. Ććĺďş

łőňŕăłšŋőśšĺ śşźěśšćşěš {h_m} ⊂ {f_n} ĺ f_0 ∈ {f}, šăłĺě ůšő h_m śţőďĺšś£ ł f_0 řăćŋőňěřŋő ŋă łăęďőň łőňŕăłšě. Ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ A = lim_{n→∞} |J(f_n)| = lim_{m→∞} |J(h_m)| = |J(f_0)|

x16 Šěőřěňă Čşřćĺűă ĺ őďŋőńĺśšŋżě ťşŋłűĺĺ.

Šěőřěňă 16.1 (Hurwitz). Ŕşśšĳ {fn} { čőńőňőřťŋżě ťşŋłűĺĺ ć őąńăśšĺ D ĺ fn śţőďĺšś£ ł f ≠ const řăćŋőňěřŋő ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě K ⊂ D. Ŕşśšĳ f(z_0) = 0. Šőčďă ∀(r > 0)∃(N)∀(n > N) f_n ĺňěěš ŋőńĳ ć őąńăśšĺ {z ∈ D | | |z − z0| < r}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě Ćěľěřÿšřăśśă(9.1) f(z) = (z − z0)^p(a + ’(z)), čďě a ≠ 0; ’(z) { čőńőňőřťŋă ĺ ’(z_0) = 0. Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš ȷ, šăłőě ůšő |f(z)| > 0 ŋă Q = {0 < |z − z_0| 6 ȷ}. Ŕőśłőńĳłş {f_n} řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă @Q, šő ∃(N)∀(n > N)∀(z ∈ @Q) : |f_n(z) − f(z)| < —, čďě — = min_{∂Q} |f(z)| > 0. Ŕő šěőřěňě Řşÿě(13.3) f_n = f + (f_n − f) ĺňěěš ć Q ŋőńĳ.

Šěőřěňă 16.2. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {f_n} őďŋőńĺśšŋżţ ŋă őąńăśšĺ D ťşŋłűĺľ śţőďĺšś£ ł f ≠ const řăćŋőňěřŋő ŋă łăęďőň łőňŕăłšě K ⊂ D. Šőčďă f { őďŋőńĺśšŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě Ćěľěřÿšřăśśă f { čőńőňőřťŋă. Ŕşśšĳ z1 ≠ z2 ĺ f(z1) = f(z2). Ŕőńőęĺň Q = {z ∈ D | | |z − z1| < |z2 − z1|}. Ŕřěďěń h(z) = f(z)−f(z2) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ hn(z) = fn(z)−fn(z2), šăłőľ ůšő h(z_1) = 0. Ŕő šěőřěňě 16.1 śşźěśšćşěš N ĺ z_0 ∈ Q, šăłĺě ůšő h_N (z_0) = 0. Ŋő šőčďă f_N (z_0) = f_N (z_2), ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš őďŋőńĺśšŋőśšĺ f_N .

Šěőřěňă 16.3. Ŕşśšĳ S { śěňěľśšćő ćśěţ čőńőňőřťŋżţ őďŋőńĺśšŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őąńăśšĺ D, šăłĺţ ůšő

|f| 6 1 ĺ ŕşśšĳ S śőďěřęĺš ŋěŕőśšő£ŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿. Šőčďă śşźěśšćşěš f0 ∈ S ĺ a ∈ D, šăłĺě ůšő 0 < |f0(a)|

ĺ |f^′(a)| 6 |f^′_0(a)| ďń£ ćśěţ f ∈ S.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő şśńőćĺ¿ śşźěśšćşěš f1 ∈ S ĺ a ∈ D, šăłĺě ůšő |f^′_1(a)| > 0. Ŕőńőęĺň S1 = {f ∈ S | | |f^′(a)| ¿ |f^′_1(a)|}. Śőčńăśŋő šěőřěňě Ňőŋšěń£(15.1), ĺğ łăęďőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {fn} ⊂ S1 ňőęŋő ćżąřăšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Ŕő šěőřěňě Ćěľěřÿšřăśśă ě-ě ŕřěďěń g { ăŋăńĺšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£, šăłă£ ůšő |g^′(a)| ¿ |f^′_1(a)| > 0, šő ěśšĳ g ≠ const. Śőčńăśŋő šěőřěňě 16.2, őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő g { őďŋőńĺśšŋă, šő ěśšĳ g ∈ S_1. Šăłĺň őąřăğőň, S_1 { łőňŕăłš. Śőčńăśŋő ğăďăůě 15.3, |f^′(a)| { ŋěŕřěřżćŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă S_1. Śőčńăśŋő šěőřěňě 15.2, őŋ ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă ŋă f_0 ∈ S_1. Šő ěśšĳ |f^′_0(a)| ¿ |f^′(a)| ďń£ ćśěţ f ∈ S.

x17 Ăŋăńĺšĺůěśłőě ŕřőďőńęěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łăŋőŋĺůěśłĺň ¡ńěňěŋšőň ŋăğżćăěšś£ ŕăřă (Ua; fa), čďě fa(z) =^∞ ∑ i=0 c_i(z − a)^i ĺ U_a { łřşč ś

űěŋšřőň ć a, ć łőšőřőň ř£ď śţőďĺšś£. Łăŋőŋĺůěśłĺě ¡ńěňěŋšż (U_a; f_a) ĺ ~U_a; ~f_a) śůĺšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ f_a | |_{Ua∩Ũa} = ~fa | |_{Ua∩Ũa}

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ (Ua; fa) ĺ (Ub; fb) { łăŋőŋĺůěśłĺě ¡ńěňěŋšż ĺ ‚ ⊂ C { ŕşšĳ, śőěďĺŋ£¿źĺľ a ĺ b. Čőćőř£š, ůšő (U_b; f_b) £ćń£ěšś£ ăŋăńĺšĺůěśłĺň ŕřőďőńęěŋĺěň (U_a; f_a) ćďőńĳ ŕşšĺ ‚, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šőůłĺ a = a_1; a_2; : : :; a_k = b ∈ ‚ ĺ łăŋőŋĺůěśłĺě ¡ńěňěŋšż (U_{ai} ; f_{ai} ), čďě (U_{a1} ; f_{a1} ) = (U_a; f_a) ĺ (U_{ak} ; f_{ak} ) = (U_b; f_b),

šăłĺě ůšő ‚ ⊂^k ⋃ i=1 U_{ai} , U_{ai} ∩ U_{ai+1} ≠ ∅ ĺ f_{ai} | |_{Uai ∩Uaj} = fa_j | |_{Uai ∩Uaj} . Ğăďăůă 17.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě ăŋăńĺšĺůěśłĺě ŕřőďőńęěŋĺ£ (U_a; f_a) ćďőńĳ ‚ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Šěőřěňă 17.1. Ŕşśšĳ ‚_0 ĺ ‚_1 { čőňőšőŕŋżě ŕşšĺ ś őďĺŋăłőćżňĺ łőŋűăňĺ a ĺ b, ĺ ‚_t(t ∈ [0; 1]) { čőňőšőŕĺ£ ňěęďş ŋĺňĺ. Ŕşśšĳ (U_a; f_a) { łăŋőŋĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš, ĺňě¿źĺľ ăŋăńĺšĺůěśłőě ŕřőďőńęěŋĺě (U_at_i ; f_at_i ) ćďőńĳ łăęďőčő ‚_t. Šőčďă ăŋăńĺšĺůěśłĺě ŕřőďőńęěŋĺ£ (U_a; f_a) ćďőńĳ ‚_0 ĺ ‚_1 ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ T { ňŋőęěśšćő šăłĺţ t ∈ [0; 1], ůšő ăŋăńĺšĺůěśłőě ŕřőďőńęěŋĺ£ ćďőńĳ ‚_0 ĺ ‚_t ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ňŋőęěśšćő T { őšłřżšő, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ t^′ ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺţ ł t: ‚_t′ ⊂^k ⋃ i=1 U_at_i ĺ śńěďőćăšěńĳŋő

ăŋăńĺšĺůěśłőě ŕřőďőńęěŋĺě ćďőńĳ ‚_t′ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ U^′_at_i ⊂^k ⋃ i=1 U_at_i . Ŕő őůěćĺďŋżň ŕřĺůĺŋăň T { ğăňłŋşšő. Ğŋăůĺš T = [0; 1].

Ğăďăůă 17.2. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ŋăřşÿěŋĺĺ şśńőćĺ£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ăŋăńĺšĺůěśłőčő ŕřőďőńęěŋĺ£ ćďőńĳ łăęďőčő ‚_t šěőřěňż 17.1, ăŋăńĺšĺůěśłĺě ŕřőďőńęěŋĺ£ ćďőńĳ ‚_0 ĺ ‚_1 ňőčşš ŋě ążšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ.

x18 Šěőřěňă Řĺňăŋă.

Ğăďăůă 18.1. Ěśńĺ |a| < 1; |b| < 1, šő | | a − b 1 − ab | | < 1. Šěőřěňă 18.1. Ŕşśšĳ D ⊂ C = C ∪ ∞ { őďŋőść£ğŋă£ őąńăśšĳ, ďőŕőńŋěŋĺě ł łőšőřőľ śőďěřęĺš ąőńěě őďŋőľ šőůłĺ. Šőčďă śşźěśšćşěš čőńőňőřťŋă£ őďŋőńĺśšŋă£ ťşŋłűĺ£ f : D → ~ = {z ∈ C | | |z| < 1}, šăłă£ ůšő f(D) = ~.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ¸ ≠ ˛ ∈ C \ D. Ťşŋłűĺ£ f = √_{z−α} z−β ŕřĺŋĺňăěš ć a ∈ D ďćă ğŋăůěŋĺ£ ĺ ŕőřőęďăěš ďćă łăŋőŋĺůěśłĺţ ¡ńěňěŋšă (U^1_a ; f^1_a ) ĺ (U^2_a ; f^2_a ). Śőěďĺŋĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş b ∈ D ś šőůłőľ a ŕşšěň ‚ ⊂ D. Ŕşśšĳ (U^i_b ; f^i_b) { ăŋăńĺšĺůěśłőě ŕřőďőńęěŋĺě (U^i_a; f^i_a) ćďőńĳ ‚. Śőčńăśŋő šěőřěňě 17.1, (U^i_b ; f^i_b) ŋě ğăćĺśĺš őš ‚. Šăłĺň őąřăğőň, śşźěśšćş¿š ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ f^i : D → C , šăłĺě ůšő f^i_b = f^i | |_{Ub} ďń£ ćśěţ b ∈ D ĺ f^2 = −f^1. Ŕőńőęĺň D_i = f^i(D). Ěśńĺ f^i(z_1) = ±f^i(z_2), šő^{z1−α}_{z1−β} =^{z2−α}_{z2−β} , őšłşďă z_1 = z_2. Šăłĺň őąřăğőň, f^i { őďŋőńĺśšŋż ĺ D_1 ∩ D_2 = ∅. Śőčńăśŋő šěőřěňě śőţřăŋěŋĺ£ őąńăśšĺ(14.1), D_2 śőďěřęĺš łřşč W = {w ∈ C | | |w − w0| < ȷ}. Ŕőńőęĺň ~f(z) =^ρ_f1_{(z)−w0} . Ććĺďş W ∩ D1 = ∅, ĺňěěň |f^1(z) − w0| ¿ ȷ.

Šő ěśšĳ ~f ≠ const { ăŋăńĺšĺůŋă, őďŋőńĺśšŋă ĺ | ~f(z)| 6 1. Ŕşśšĳ S { ňŋőęěśšćő ćśěţ őďŋőńĺśšŋżţ ťşŋłűĺľ g : D → ~. Šőčďă ~f ∈ S, ĺ śőčńăśŋő šěőřěňě 16.3, śşźěśšćş¿š a ∈ D ĺ f_0 ∈ S, šăłĺě ůšő |g^′(a)| 6 |f^′_0(a)| > 0 ďń£ ćśěţ g ∈ S. Ďőłăęěň, ůšő f_0(D) = ~. Ŕőńőęĺň h(z) = f^0

(z) − f_0(a) 1 − f_0(a)f_0(z)

. Šőčďă h(z) { őďŋőńĺśšŋă ĺ,

śőčńăśŋő ğăďăůě 18.1, |h(z)| 6 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, h ∈ S ĺ |f^′_0(a)| ¿ |h^′(a)| =^1_{1−|f0(a)|}2 |f^′_0(a)| ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, f_0(a) = 0. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ b ∈ ~ \ 0. Ďőłăęěň, ůšő f_0(D) ∋ b. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő b =∈ f_0(D). Ŕőńőęĺň (z) = √ f_0(z) − b 1 − bf_0(z)

. Ŕřőďőńęă£ ěě ăŋăńĺšĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš (U_a; ^1_a), ŕőśšřőĺň ăŋăńĺšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ^1 ŋă D.

Ŕőńőęĺň h(z) = ^1

(z) − ^1(a) 1 − ^1(a) ^1(z)

. Őŋă őďŋőńĺśšŋă ĺ, śőčńăśŋő ğăďăůě 18.1, |h(z)| 6 1, šő ěśšĳ h ∈ S. Ŋő šőčďă

|f^′_0(a)| ¿ |h^′(a)| =^{1+|b|}_2√_{|b|} |f^′_0(a)| > |f^′_0(a)|. Śńěďőćăšěńĳŋő, b ∈ f_0(D).

x19 Ăćšőňőřťĺğňż őďŋőść£ğŋżţ őąńăśšěľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě ¸ : D1 → D2 ŋăğżćăěšś£ (ąĺ) čőńőňőřťŋżň ĺğőňőřťĺğňőň. Ć šăłőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő D_1 ĺ D_2 ąĺčőńőňőřťŋő ĺğőňőřťŋż. Ğăďăůă 19.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ĺ ¸^{−1} : D2 → D1 šőęě čőńőňőřťŋżľ ĺğőňőřťĺğň. Őŕřěďěńěŋĺě. Čőńőňőřťŋżľ ĺğőňőřťĺğň ¸ : D → D ŋăğżćăěšś£ ăćšőňőřťĺğňőň. Ğăďăůă 19.2. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşŕěřŕőğĺűĺ£ őšőąřăęěŋĺľ ğăďăěš śšřşłšşřş čřşŕŕż Aut(D) ŋă ňŋőęěśšćě čőńőňőřťŋżţ ăćšőňőřťĺğňőć őąńăśšĺ D.

Śőčńăśŋő šěőřěňě Řĺňăŋă, ń¿ąă£ őďŋőść£ğŋă£ őąńăśšĳ U ⊂ C ąĺčőńőňőřťŋő ĺğőňőřťŋă C = C ∪ ∞; C ĺńĺ ~ = {z ∈ C | | |z| < 1}. Ğăďăůă 19.3. Ďőłăğăšĳ, ůšő {z → e^{iα} z − a1 − az | | |a| < 1; ¸ ∈ R} ⊂ Aut(~).

Šěőřěňă 19.1. Aut(C ) = {z → az + bcz + d | |a; b; c; d ∈ C ; ad − bc ≠ 0}; Aut(C ) = {z → az + b | |a; b ∈ C ; a ≠ 0}

Aut(~) = {z → e^{iα} z − a 1 − az | | |a| < 1; ¸ ∈ R}

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Łăł őůěćĺďŋő Aut(C ) = {f ∈ Aut(C ) | |f(∞) = ∞}. Ŕşśšĳ f ∈ Aut(C ) \ Aut(C ). Šőčďă f(a) = ∞ ďń£ a ∈ C . Śőčńăśŋő šěőřěňăň 11.1 ĺ 12.1, f(z) =^A_{z−a} + ’(z), čďě ’ { čőńőňőřťŋă. Łřőňě šőčő lim_{z→∞} ’(z) = lim_{z→∞} f(z) = f(∞) ∈ C ĺ ŕő šěőřěňě Ńĺşćĺńń£(10.4), ’(z) = const. Šăłĺň őąřăğőň, Aut(C ) \

Aut(C ) = {z →^A_{z−a} + B | |A; B; a ∈ C ; A ≠ 0}. Ěśńĺ f ∈ Aut(C ), šő f(z^{−1}) ∈ Aut(C ) \ Aut(C ) ĺ, łăł şęě ďőłăğăŋő, f(z^{−1}) =^A_z + B. Őšś¿ďă f(z) = Az + B, čďě A ≠ 0. Ŕşśšĳ f ∈ Aut(~) ĺ f(a) = 0. Ŕőńőęĺň ’(z) =^{z−a}_{1−az} ĺ g(z) = f(’^{−1}(z)). Šőčďă, śőčńăśŋő ğăďăůě 19.3, g ∈ Aut(~), čďě g(0) = 0. Ŕřĺňěŋĺň ńěňňş Ÿćăřűă(14.4) ł g ĺ g^{−1} ŋăţőďĺň, ůšő |g(z)| = |z|. Őšś¿ďă ŕő ńěňňě Ÿćăřűă g(z) = e^{iα}z. Ğăďăůă 19.4. Ďőłăğăšĳ, ůšő Aut({z ∈ C | | Im z > 0}) = {z →^{az+b}_{cz+d} | |a; b; c; d ∈ R; ad − bc > 0}

x20 Řĺňăŋőćż ŕőćěřţŋőśšĺ. Şŋĺťőřňĺğăűĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ | ¡šő őďŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Šő ěśšĳ 1. Ŕőćěřţŋőśšĳ M (ďćşţňěřŋőě šőŕőńőčĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě)

2. Čőńőňőřťŋżľ ăšńăś łăřš, šő ěśšĳ ŋăąőř {(U_α; f_α)}, čďě U_α ⊂ M { őšłřżšă ĺ őďŋőść£ğŋă, ⋃ α U_α = M,

f_α : U_α → C őďŋőńĺśšŋă (š.ě. f_α(x) ≠ f_α(y) ŕřĺ x ≠ y) ĺ f_β f^{−1}_α | |_{f(Uα)∩f(Uβ )} { čőńőňőřťŋă.

Ăšńăś ŋăğżćă¿š šăłęě łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ. Ŕřĺňěř . Őąńăśšĳ M ⊂ C .

Őŕřěďěńěŋĺě. Řĺňăŋőćż ŕőćěřţŋőśšĺ (M; {(U^1_α; f^1_α)}) ĺ (M; {(U^2_α; f^2_α)}) śůĺšă¿šś£ őďĺŋăłőćżňĺ, ěśńĺ őąžěďĺŋěŋĺě ăšńăśőć {(U^1_α; f^1_α); (U^2_β ; f^2_β )}) { šőęě ăšńăś.

Őŕřěďěńěŋĺě. Řĺňăŋőćż ŕőćěřţŋőśšĺ (M^1; {(U^1_α; f^1_α)}) ĺ (M^2; {(U^2_α; f^2_α)}) śůĺšă¿šś£ ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ (ĺğőňőřťŋżňĺ), ěśńĺ śşźěśšćşěš čőňěőňőřťĺğň ’ : M^1 → M^2 čőńőňőřťŋżľ ćő ćśěţ łăřšăţ. Šő ěśšĳ, ěśńĺ (M^1; {(U^1_α; f^1_α)}) ĺ (M^1; {(’^{−1}U^2_α; ’f^2_α)}) śőćŕăďă¿š. Ğăďăůă 20.1. Ďőłăęĺšě, ůšő C ŋě ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋő ~.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ f : P → C ŋă řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ P = (M; {Ua; fa}) ŋăğżćăěšś£ čőńőňőřťŋőľ, ěśńĺ ff^{−1}_a : f_a(U_a) → C { čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕřĺ ćśěţ a.

Šěőřěňă Şŋĺťőřňĺğăűĺĺ. (H.Poincar«e, P.Koebe, 1907, 22th Hilbert’s problem).

Ćś£łă£ őďŋőść£ğŋă£ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋă C ; C ĺńĺ ~ = {z ∈ C | | |z| < 1}. Šěőřěňă 20.1. Ćś£łă£ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋă C ; C; C \ 0, šőřş C =` ĺńĺ ~=`, čďě ` ⊂ Aut(~) { ďĺśłřěšŋă£ čřşŕŕă, ďěľśšćş¿źă£ ąěğ ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ šěőřěňż şŋĺťőřňĺğăűĺĺ ĺ śšăŋďăřšŋżţ ťăłšőć šőŕőńőčĺĺ śńěďşěš, ůšő ćś£łă£ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋă W=`, čďě W ∈ {C ; C ; ~} ĺ ` ⊂ Aut(W ) { ďĺśłřěšŋă£ čřşŕŕă, ďěľśšćş¿źă£ ąěğ ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł. Łăęďżľ A ∈ Aut(C ) ĺňěěš ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ. Śřěďĺ A ∈ Aut(C ) ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ őšśşšśšćş¿š ńĺÿĳ ş ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć. Ďĺśłřěšŋă£ čřşŕŕă ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć ŕőřőęďăěšś£ őďŋőľ ĺńĺ ďćşň£ őąřăğş¿źĺňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, C =` ĺńĺ űĺńĺŋďř C \ 0 = f(C ), čďě f(z) = e^{2πiz}b , ĺńĺ šőř.

Ćňěśšő ~ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋş¿ ěľ ŕőńşŕńőśłőśšĳ U = {z ∈ C | | Imz > 0}.

x21 Ťşłśőćż čřşŕŕż.

Ğăďăůă 21.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő Aut(U) śőćŕăďăěš ś čřşŕŕőľ ďćĺęěŋĺľ ňěšřĺłĺ ds = |dz||Imz|. İšă ňěšřĺłă ğăďăěš ŋă U čěőňěšřĺ¿ Ńőąăůěćśłőčő.

Ŕşśšĳ A ∈ Aut(U), šő ěśšĳ Az =^{az+b}_{cz+d} , čďě a; b; c; d ∈ R ĺ ad − bc > 0. Ěčő ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ z_1; z_2 şřăćŋěŋĺ£ cz^2 + (d − a)z − b = 0. Ăćšőňőřťĺğň A ŋăğżćăěšś£:

1. İńńĺŕšĺůěśłĺň, ěśńĺ z_1; z_2 =∈ R. Ć ¡šőň śńşůăě z_2 = z_1 ĺ A ĺňěěš őďŋş ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş ć U.

2. Ŕăřăąőńĺůěśłĺň, ěśńĺ z_1 = z_2. Ć ¡šőň śńşůăě z_1 = z_2 ∈ R ĺ ş A ŋěš ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł ŋă U, ĺ ńĺÿĳ őďŋă ŋă R∪ ∞. Ŕřĺňěř: z → z + b.

3. Čĺŕěřąőńĺůěśłĺň, ěśńĺ z_1 ≠ z_2 ∈ R. Ć ¡šőň śńşůăě ş A šăłęě ŋěš ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł ŋă U, ğăšő űěńżţ ďćě ŋă R∪ ∞. Ŕřĺňěř: z → –z.

Ğăďăůă 21.2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łĺľ ŕăřăąőńĺůěśłĺľ ăćšőňőřťĺğň ś ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłőľ a ∈ R śőŕř£ęěŋ ć Aut(~) ś z → z + 1 ĺ ĺňěěš ćĺď Cz =

(1 − a‚)z + a^2‚ −‚z + (1 + a‚)

. Ěśńĺ ‚ > 0, šő C(r) > r ć őłřěśšŋőśšĺ a.

c_a^{- -}w

Ğăďăůă 21.3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łĺľ čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ ăćšőňőřťĺğň ś ŋěŕőďćĺęŋżňĺ šőůłăňĺ ¸; ˛ ∈ R śőŕř£ęěŋ ć Aut(~) ś z → –z; – > 0 ĺ ĺňěěš ćĺď Cz =

(–a − ˛)z + (1 − –)¸˛ (– − 1)z + (¸ − –˛)

. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ – > 1, šő ¸ {

ŕřĺš£čĺćă¿źă£, ă ˛ { őššăńłĺćă¿źă£ ŋěŕőďćĺęŋă£ šőůłă. Śőěďĺŋ£¿źă£ ĺţ ŕőńşőłřşęŋőśšĳ l(C) ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő C. (ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ŕř£ňă£ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő).

/_{¸˛}

l(C) - - œ Őŕřěďěńěŋĺě. Ďĺśłřěšŋă£ ŕőďčřşŕŕă ` ⊂ Aut(U) ŋăğżćăěšś£ ťşłśőćőľ čřşŕŕőľ. Ŕřĺňěř 21.1. ` = {z → az + bcz + d | |a; b; c; d ∈ Z; ad − bc > 0} = PSL(2; Z) { ňőďşń£řŋă£ čřşŕŕă.

Ğăďăůă 21.4. Ŋăľšĺ ŕřőśšżě őąřăğş¿źĺě ĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ őąńăśšĳ ňőďşń£řŋőľ čřşŕŕż. Şłăğăŋĺě, řăś-

śňőšřěšĳ śńěďş¿źş¿ őąńăśšĳ:

-1 0 1

x22 Ŕřőśšřăŋśšćő ňőďşńěľ łőňŕńěłśŋżţ šőřőć.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő łńăśśőć ąĺčőńőňőřťŋőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśšěľ őďĺŋăłőćőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő šĺŕă ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň ňőďşńěľ.

Ğăďăůă 22.1. Ŕşśšĳ W ∈ {C ; C ; U} ĺ `1; `2 ∈ Aut(W ) { ďĺśłřěšŋă£ čřşŕŕă, ďěľśšćş¿źă£ ąěğ ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł. Ďőłăğăšĳ, ůšő W=`_1 ĺ W=`_2 ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ `_1 ĺ `_2 śőŕř£ęěŋż ć Aut(W ), šő ěśšĳ `_1 = A`_2A^{−1} ďń£ A ∈ Aut(W ).

Šěőřěňă 22.1. Ŕřőśšřăŋśšćő ňőďşńěľ łőňŕńěłśŋżţ šőřőć ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕřőśšřăŋśšćőň U=`, čďě ` { ňőďşń£řŋă£ čřşŕŕă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 20.1, łőňŕńěłśŋżľ šőř { ¡šő C =`, čďě ` { čřşŕŕă ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć, ŕőřőęďěŋŋă£ ŕěřěŋőśăňĺ ŋă ćěłšőřă f_1; f_2 ∈ C ŕřĺůěň^{f1}_{f2} =∈ R∪∞. Śőčńăśŋő ğăďăůě 22.1, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő f_2 = 1 ĺ Im f_1 > 0, šő ěśšĳ f_1 ∈ U. Ćěłšőřż (1; fi) ĺ (1; f_1) ŕőřőęďă¿š őďŋş ĺ šş ęě ďĺśłřěšŋş¿ čřşŕŕş

ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ K ( 1 f_1 ) = ( a b c d ) ( 1 fi ) , čďě ( a b c d ) ∈ SL(2; Z); K ∈ C , šő ěśšĳ f_1 =

a + bfi c + dfi .

Śńěďśšćĺě 22.1. Ŕřőśšřăŋśšćő ňőďşńěľ łőňŕńěłśŋżţ šőřőć ĺňěěš ěśšěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

x23 Ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő {(U^α_b ; f^α_b )} ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ŕřőďőńęěŋĺľ łăŋőŋĺůěśłőčő ¡ńěňěŋšă (U_a; f_a) ŕő ćśěň ŕşš£ň, ćżţőď£źĺň ĺğ a ∈ C . Ďćě ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ śůĺšă¿šś£ řăćŋżňĺ, ěśńĺ őŋĺ ĺňě¿š ţőš£ ąż őďĺŋ śőćŕăďă¿źĺľ łăŋőŋĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš.

Őŕřěďěńěŋĺě. Řăśśňőšřĺň šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őąžěďĺŋěŋĺě V ňŋőęěśšć U^α_b , šő ěśšĳ śőćőłşŕŋőśšĳ ŕăř (z; U^α_b ), čďě z ∈ U^α_b . Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő šőůłĺ (z; U^α_b ) ĺ (~z; U^{α̃}_{b̃} ) ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ z = ~z ĺ f^α_b = f^{α̃}_{b̃} ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ z = ~z. Ňŋőęěśšćő P_f , ŕőńşůă¿źěěś£ ĺğ V őšőęďěśšćńěŋĺěň ¡łćĺćăńěŋšŋżţ šőůěł, ŋăğżćăěšś£ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĳ¿ ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ {(U^α_b ; f^α_b )}. Śőőšćěšśšćĺě (z; U^α_b ) → z ğăďăěš őšőąřăęěŋĺě ’_f : P_f → C .

Ğăďăůă 23.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ’_f £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋżň čőňěőňőřťĺğňőň.

Ğăďăůă 23.2. Ňŋőęěśšćő {(U^α_b ; f^α_b )} ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ăšńăś ŋă P_f . Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šőš ăšńăś őŕřěďěń£ěš śšřşłšşřş řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ŋă P_f , őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ ’_f { čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě. Śőőšćěšśšćĺě (z; U^α_b ) → f^α_b (z) őŕřěďěń£ěš ťşŋłűĺ¿ f : P_f → C . Šăłĺň őąřăğőň ăŋăńĺšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ⇐⇒ (P; f), čďě P { řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ, f : P → C { čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě.

Ğăďăůă 23.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ£ f čőńőňőřťŋă. Šăłĺň őąřăğőň, řĺňăŋőćş ŕőćěřţŋőśšĳ Pf ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ěśšěśšćěŋŋş¿ őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ \ňŋőčőğŋăůŋőľ" ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ f, ŋă łőšőřőľ f śšăŋőćĺšś£ őďŋőğŋăůŋőľ.

Ŕşśšĳ ~_f { őďŋőść£ğŋă£ ŋăłřżćă¿źă£ P_f , _f : ~_f → P_f { ěśšěśšćěŋŋă£ ŕřőěłűĺ£ ĺ f_Λ = f _f . Ğăďăůă 23.4. Ďőłăęĺšě, ůšő Pf ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋă ~f =`f , čďě `f = {g ∈ Aut(~f ) | |fΛg = fΛ}.

x24 Ŕřĺňěřż řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśšěľ ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ.

1. Łőřěŋĳ^n √ z, f(re^{iφ}) =^n √ re^{i φ}n . ’ &^6 d_0^0 2π n * f D = C \ 0

P_f 1 ¯˘˚Ďf^{ffl U}

n-ńĺśšŋo f { 1-ńĺśšŋă

2. ln z, f = ln(re^{iφ}) = ln r + i’. ’ &^O d_{0 D = C \ 0}^{4ı2ı}_{−2ı0}^-

P_f

¯˘˚ˇ^{/ U}

∞-ńĺśšŋő f 1-ńĺśšŋă

D_f

3. z^a = e^{a ln z} { ś¿řžěłűĺ£, ĺ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ šă ęě, ůšő ĺ ş ln. 4. f(x) = √ (x − a_1)(x − a_2) : : : (x − a_{2k})

a_1 a2 a3 a4q q q qak−1 a_k

D_f = C \^k ⋃ i=1 a_iq q q q q q q q -

7 rx f(x)

P_f ŒÆ Øø q^f

2k ńĺśšőć

{(x; y) ∈ C^2 | |y^2 = (x − a1) : : :(x − a2k)} { čĺŕěř¡ńńĺŕšĺůěśłă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ łřĺćă£.

Ŕşśšĳ F (x; y) { ŕőńĺŋőň. Šőčďă P_f = {(x; y) ∈ C^2 | |F (x; y) = 0} { ŕńőśłă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ łřĺćă£. İšő łőňŕăłšŋă£ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ ąěğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł.Ěśńĺ F { ŕőńĺŋőň őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ śšěŕěŋĺ g, šő řőď P_f řăćěŋ^{g(g−1)}_2 . Ďń£ ďřşčĺţ F řőď ňěŋĳÿě, ĺ šăł ŕőńşůă¿šś£ ćśě łőňŕăłšŋżě řĺňăŋőćż ŕőćěřţŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş łőňŕăłšŋă£ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ ⇐⇒ łőňŕńěłśŋă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ łřĺćă£, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ąĺřăűĺőŋăńĳŋżţ ğăňěŋ (x; y).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ŕăř (P; f), čďě P { łőňŕăłšŋă£ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ, f : P → C { čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě, ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň Čşřćĺűă.