úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. I ËÕÒÓ, ŒÅÓÎÁ 1999 ÇÏÄÁ. ìÉÓÔÏË Ć 9.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

2) ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ v_1, . . . , v_d ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á W | ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ⟨v_i⟩ ⊗ W ⊂ V ⊗ W ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W , Á ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ (ÞÅÒÅÚ ⟨v_i⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÏÍ v_i ).

3) ðÕÓÔØ v_1 , v_2 É v_3 | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ v_1 ⊗ v_2 + v_2 ⊗ v_3 ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ.

4) Á) ðÕÓÔØ dim V = k , dim W = n, A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , B | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W . œÙÒÁÚÉÔØ ÒÁÎÇ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A⊗B ÞÅÒÅÚ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÒÁÎÇÉ, ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÓÌÅÄÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É B .

Â) ðÕÓÔØ A É B | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÐÒÉÞÅÍ rk A = k − 1 É rk B = n − 1. ëÁËÏŒÁ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ⊗ B ?

5) ðÕÓÔØ dim V = k , dim W = n. óËÏÌØËÏ ÏÒÂÉÔ Õ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) × GL(W ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ⊗ W ?

6) ðÕÓÔØ t ∈ V ⊗ W , dim V = k , dim W = n. ëÁËÏŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ŒÉÄÁ E ⊗ A(t), ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á A ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ?

7) ðÕÓÔØ (e_i) | ÂÁÚÉÓ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á (e^i) | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^� . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ P^n_{i=1} e_i ⊗ e^i ∈ V ⊗ V^� ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (e_i).

8) ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A É B ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ Hom(V, V ) Ó V^�⊗V ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ P_i φ_i ⊗ u_i É P_j ψ_j ⊗ v_j . äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ AB ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ P_j ψ_j ⊗ w_j É Œ ŒÉÄÅ

P_{i ηi ⊗ ui . ëÁË ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ wj É ηi ÞÅÒÅÚ φi , ψj , ui É vj ?}

9) ëÁËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÁ Hom(V, V ) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(V, V ) ∼−→ Hom(V, V )� , ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom(V, V ) ∼−→ V � ⊗ V ∼−→ (V � ⊗ V )� ∼−→ Hom(V, V )� ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ? ëÁË ÏÎÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ?

10) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V^� ⊗ W ∼−→ Hom(V, W ) ÞÅÒÅÚ f .

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ f(P^k_{i=1} φ_i ⊗ w_i) ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ k .