îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { I

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1998/99 Ç. ìÅËÃÉÑ 4

ëÏÌØÃÁ, ÉÄÅÁÌÙ É ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÏÌØÃÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ:

1) R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ;

2) a(b + c) = ab + ac É (a + b)c = ac + bc ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b, c ∈ R.

R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÎÅÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ | ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÎÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, É ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ | ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e, ÞÔÏ ae = ea = e ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. ðÏÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÅ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ⊆ R ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ŒÓÅ- ÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍ, ÎÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÌÀÂÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Z, ËÁË ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ, ÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÛØ ZÉ {0} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ËÏÌØÃÁ Z.

ðÕÓÔØ R É Q | ËÏÌØÃÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : R −→ Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÅÓÌÉ φ(a + b) = φ(a) + φ(b) É φ(ab) = φ(a)φ(b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ R. ñÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ φ : R −→ Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ φ�^1(0), ÔÏ ÅÓÔØ ÑÄÒÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ R É Q. ôÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ, ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÎÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÕÓÔØ φ : R −→ Q | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, x ∈ I = Ker φ. ôÏÇÄÁ φ(ax) = φ(a)φ(x) = φ(a) · 0 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, φ(xa) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ax ∈ I É xa ∈ I ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË: RI ⊆ I É IR ⊆ I . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R | ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: RI = I É IR = I .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ. ðÏÄËÏÌØÃÏ I ⊆ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ RI ⊆ I É IR ⊆ I .

ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅ- ÁÌÏÍ. þÕÔØ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ É Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ | ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ: åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÄËÏÌØÃÁ A ⊆ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ: RA ⊆ A | ÌÅŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÉÌÉ AR ⊆ A | ÐÒÁŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÁŒÙÈ É ÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÐÒÏÓÔÏ ÉÄÅÁÌÙ Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÁÔÒÉÃ M_n(—) ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÄŒÕ- ÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÁ: M_n(—) É {0}.

ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ R/I | ÆÁË- ÔÏÒÇÒÕÐÐÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ I . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ a + I . ðÏÌÏÖÉÍ ab = ab. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ a É b. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (a + I)(b + I) ⊆ (ab + aI + Ib + II) ⊆ (ab + I). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ R/I Œ ËÏÌØÃÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ R ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I . éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ π : R −→ R/I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÐÒÉÞÅÍ I = Ker π . ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒ- ËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, Á ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÅ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

åÓÌÉ I = R, ÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R/I ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ {0}. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ 1 ≠ 0 ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒËÌÀÞÁÔØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ËÏÌÅÃ). ðÕÓÔØ φ : R −→ Q | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÞÅ- ÒÅÚ π | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ R −→ R/I . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ψ : R/I −→ Q, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ R^φ−→ Q π↘ ↗_ψ R/I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ψ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ R/I ÎÁ φ(R).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ψ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ ÏÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÌØÃÁ R/I Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ËÏÌØÃÁ Q. ôÏ, ÞÔÏ ψ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ R ÍÙ ÉÍÅÅÍ ψ(ab) = ψ(ab) = φ(ab) = φ(a)φ(b) = ψ(a)ψ(b). äÁÌÅÅ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ R = Z| ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÄËÏÌØÃÏ nZÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÕ Z_n = Z/nZËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÌØÃÏ.

îÁÚŒÁÎÉÅ ĂËÏÌØÃÏ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒĄ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. äŒÁ ÃÅ- ÌÙÈ ÞÉÓÌÁ k É m ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÒÁŒÎÉÍÙÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. óÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË: k ≡ m (mod n). þÉÓÌÁ, ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ) ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ É ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ), ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ŒÙ- ÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ëÏÌØÃÁ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − y^2 = 154. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ: x = a, y = b. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ π : Z−→ Z_4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏ- ÌÅÃ, ÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a^2−b^2 = 154 Œ ËÏÌØÃÅ ZÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^2−b^2 = 154. ïÄÎÁËÏ Œ ËÏÌØÃÅ Z_4 ÌÉÛØ 0 É 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÄÒÁÔÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ 154 = 2 ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ Z_4. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − y^2 = 154 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ Z_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÏ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ Œ Z_p ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ

k ∈ ZÎÅ ËÒÁÔÎÏ p, ÔÏ ÅÓÔØ k ∈ (Zp \ {0}). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ νk ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ Zp −→ Zp, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ νk(a) = ka. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐ-

ÐÏŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z_p Œ ÓÅÂÑ. åÓÌÉ a ≠ 0, ÔÏ ÅÓÔØ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ka ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÐÏÜÔÏÍÕ ka ≠ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ker ν_k = {0}, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ν_k ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ a ∈ Z_p ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ka = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Z_p ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ Z_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÐÏÌÅ, Á ÎÅ ËÁË ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ F_p . œÏÏÂÝÅ, ÐÏÄ F_q ÐÏÎÉÍÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÅ ÐÏÌÑ ÂÙŒÁÀÔ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ q , Á ÌÉÛØ ÄÌÑ q = p^n , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, Á n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ë ÜÔÏÍÕ ÍÙ ÅÝÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ R = R[x], É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÎÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ x^2 + 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ A = R/I . ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ R ÓÒÁŒÎÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ x^2 + 1 Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x (ÏÓÔÁÔËÏÍ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ f(x) ÎÁ x^2+1), ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (a1 + bx), ÇÄÅ a, b ∈ R.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÌØÃÅ A ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË: (a1+bx)(c1+dx) = (ac−bd)1+(ad+bc)x). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A ∼−→ C , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ 1 Œ 1, Á x | Œ i.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ R = F_3[x]. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_3 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ 0, 1 É −1, ÂÅÚÏ ŒÓÑËÉÈ ÞÅÒÔÏÞÅË ÓŒÅÒÈÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÉÄÅÁÌ Œ R, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ x^2 + 1. ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ A = R/I ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (a1 + bx), ÇÄÅ a, b ∈

F3 . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ f = a1 + bx ∈ A. íÙ ÉÍÅÅÍ (a1 + bx)(a1 − bx) = a^2 + b^2 . ïÄÎÁËÏ Œ ÐÏÌÅ F_3 ËŒÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁŒÅÎ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ a^2 + b^2 = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ É a = 0, É b = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ f = a1 + bx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ

(f )�^1 = a a^2 + b^2 1 − b a^2 + b^2 x. éÔÁË, A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÌØÃÁ A ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ Z_3 ⊕ Z_3, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A ÒÁŒÎÏ 9. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÌÉ ÐÏÌÅ F_9 .

ôÅÏÒÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

äÁÌÅÅ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ cd = 0.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ R� . äÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ d ÏÂÒÁÔÉÍ É cd = 0. ôÏÇÄÁ c = cd · d�^1 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ d ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ R = Z_{12}. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1, 5, 7 É 11 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ R� ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ëÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÎÙÍ, ÉÌÉ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅ- ÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É 1 ≠ 0.

ðÒÉÍÅÒ 4. ëÏÌØÃÁ Z, —[x], Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ —ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÃÅ- ÌÏÓÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ïÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ R \ {0} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ δ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ δ(a) ÎÏÒÍÏÊ a), ÞÔÏ

1) δ(ab) ¿ δ(a) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ R \ {0}.

2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ R É b ∈ R \ {0} ÎÁÊÄÕÔÓÑ q, r ∈ R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = qb + r , ÐÒÉÞÅÍ ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ δ(r) < δ(b) (ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ).

ðÒÉÍÅÒ 5. ëÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ

δ(a) = |a|. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ δ(f) = deg f + 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. üÌÅÍÅÎÔ k ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ R, ÅÓÌÉ a = ck ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ R. üÌÅÍÅÎÔ d ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, b ∈ R, ÅÓÌÉ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ËÁË a, ÔÁË É b), É ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a É b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d. ôÏ, ÞÔÏ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË: d = (a, b).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ É d ∈ R \ {0}.

1) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ δ(da) = δ(a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ R \ {0}. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ d ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) üÌÅÍÅÎÔ d ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ δ(d) = δ(1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: 1) òÁÚÄÅÌÉÍ a ÎÁ da Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: a = qda + r , ÇÄÅ r = 0 ÉÌÉ δ(r) < δ(a). íÙ ÉÍÅÅÍ r = (1 − qd)a, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ δ(r) < δ(a) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, r = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 − qd = 0, ÔÏ ÅÓÔØ qd = 1 É d ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R \ {0} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ δ(a) ¿ δ(1). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ δ(d) = δ(1), ÔÏ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ d ÏÂÒÁÔÉÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ d ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ δ(1) = δ(dd�^1) ¿ δ(d), ÐÏÜÔÏÍÕ δ(d) = δ(1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. éÄÅÁÌ I Œ ËÏÌØÃÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R, ÞÔÏ I = aR. çÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ aR ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ (a). ëÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ É ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÎÅÍ | ÇÌÁŒÎÙÊ.

ôÅÏÒÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. üÌÅÍÅÎÔ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (a) ⊆ (b).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒ- ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ I | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ R. åÓÌÉ ÏÎ ÒÁŒÅÎ {0}, ÔÏ ÏÎ ÇÌÁŒÎÙÊ: I = (0). œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ D = {δ(x) | x ∈ I, x ≠ 0}. ìÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÕÓÔØ b ∈ I ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ δ(b) = min(D). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ I . ðÏÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ b Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: a = qb + r , ÇÄÅ ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ δ(r) < δ(b). ïÄÎÁËÏ r = a − qb ∈ I , ÐÏÜÔÏÍÕ r = 0, ÔÏ ÅÓÔØ a = qb. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, I ⊆ (b). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, I | ÉÄÅÁÌ É b ∈ I , ÐÏÜÔÏÍÕ (b) ⊆ I . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ I = (b) | ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

a, b ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (a, b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÄÅÁÌ (a) + (b) | ÇÌÁŒÎÙÊ. ðÕÓÔØ (a) + (b) = (d). ôÏÇÄÁ

a = αd É b = βd ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ α, β ∈ I , ÔÏ ÅÓÔØ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k , ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b, ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÌÅÖÁÔ Œ (k), ÐÏÜÔÏÍÕ (d) = (a) + (b) ⊆ (k), ÔÏ ÅÓÔØ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, d = (a, b).

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ Z/pZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ŒÏÐÒÏÓ: ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I ⊆ R ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R/I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. éÄÅÁÌ I Œ ËÏÌØÃÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ŒÓÅÍÕ R, Á ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ I ÉÄÅÁÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. 1) éÄÅÁÌ I ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ.

2) æÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R/I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÕÓÔØ ÎÁÏ- ÂÏÒÏÔ, 1 ∈ I . ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ I | ÉÄÅÁÌ, R · 1 ⊆ I , ÎÏ R · 1 = R, ÐÏÜÔÏÍÕ I = R. 2). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. ôÏÇÄÁ 1 ≠ 0 Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ R/I , ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ I ≠ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R \ I . éÄÅÁÌ J = aR + I ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ I , ÐÏÜÔÏÍÕ J = R, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ b ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1 ∈ ab + I . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ R −→ R/I ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ R/I | ÐÏÌÅ.

œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÐÕÓÔØ R/I | ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ 1 ≠ 0 Œ R/I , ÐÏÜÔÏÍÕ I ≠ R. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ J ⊆ R ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ I . œÙÂÅÒÅÍ a ∈ J \I . ïÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ R −→ R/I ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ b ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1 ∈ ab + I . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ aR + I = R, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ J = R. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ

p ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ p = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ a, ÌÉÂÏ b ÏÂÒÁÔÉÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. üÌÅÍÅÎÔ p ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ R/(p) | ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (p) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ (p) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. ôÏÇÄÁ (p) ≠ R, ÐÏÜÔÏÍÕ p ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p = ab, ÐÒÉÞÅÍ b | ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÏÇÄÁ (b) ≠ R, ÎÏ (p) ⊆ (b), ÐÏÜÔÏÍÕ (p) = (b) ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ (p). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ c ∈ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b = cp. ðÏÌÕÞÁÅÍ p = acp, ÔÏ ÅÓÔØ (1 − ac)p = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ac = 1 É a ÏÂÒÁÔÉÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ 1 /∈ (p), ÔÏ ÅÓÔØ (p) ≠ R. äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ J ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (p). ðÏÓËÏÌØËÕ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ J = (a). òÁÚ (p) ⊂ (a), ÔÏ p = ab ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ∈ R. ðÒÉ ÜÔÏÍ b ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÉÎÁÞÅ ÉÄÅÁÌ (p) ÓÏŒÐÁÄÁÌ ÂÙ Ó (a). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a ÏÂÒÁÔÉÍ, É (a) = R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ (p) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. ïÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ- ÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ É ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÁ- ÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ p_i ∈ R (i = 1, . . ., k ), ÞÔÏ a = p_1p_2 . . . p_k , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ a = q_1q_2 . . . q_m ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ k = m É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ σ ∈ S_n ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p_i = ε_iq_{σ(i)} (i = 1, . . ., k ), ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ε_i ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ôÏÇÄÁ R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØ- ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÔÏ ÏÎ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÎÁ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ a = a_1a_2 , ÔÅÐÅÒØ ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ a_1 É a_2 , ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÍ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ, É Ô. Ä. îÁÄÏ ÌÉÛØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÏÒŒÅÔÓÑ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ δ(a_1) < δ(a) É δ(a_2) < δ(a), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË- ÃÉÑ δ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = a_1a_2 ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ (a) ⊂ (a_1) (ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÔÒÏÇÏÅ, ÉÎÁÞÅ a_2 ÂÙÌ ÂÙ ÏÂÒÁÔÉÍ).

åÓÌÉ ÂÙ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÇ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÌÉ ÂÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÉÄÅÁÌÏŒ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÕÓÔØ (d_1) ⊂ (d_2) ⊂ . . . | ÔÁËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ (d_i). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ D | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ D = (d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ D . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, d ∈ (d_m) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m. îÏ ÔÏÇÄÁ (d_{m+1}) ⊆ (d) ⊆ (d_m), ÔÏ ÅÓÔØ (d_m) = (d_{m+1}), Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.

éÔÁË, ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÏÒŒÁÔØÓÑ, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ p_1, . . . , p_k É q_1, . . . , q_m | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ

R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ p_1 . . . p_k = q_1 . . . q_m . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i_0 ∈ {1, . . ., m} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ε ∈ R, ÞÔÏ p_1 = εq_{i0} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R/(p_1). œ ÎÅÍ q_1 · · · · · q_m =

q_1 . . . q_m = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ R/(p_1) | ÐÏÌÅ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q_{i0} = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i_0 ∈ {1, . . ., m}. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ q_{i0} = αp_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ α ∈ R. ðÏÓËÏÌØËÕ p_1 É q_{i0} ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ α ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ε = α�^1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ p_1 = εq_{i0} .

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1 ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k .

ðÒÉ k = 1 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ i_0 É ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ε, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p_1 = εq_{i0} . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m > 1. ôÏÇÄÁ q_{i0}(ε − Q_i6_{=i0} q_i) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ Q_i6_{=i0} q_i = ε, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ q_i . ïÔÓÀÄÁ m = k = 1 É q_1 = p_1 .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ k < k_0 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É a = p_1 . . . p_{k0} = q_1 . . . q_m | ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÏ ÌÅÍ- ÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ i_0 É ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ε, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p_1 = εq_{i0} . ðÅÒÅÓÔÁŒÉŒ ÉÎÄÅËÓÙ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ i_0 = 1. ôÏÇÄÁ

q_1 ((εp_2)p_3 . . . p_{k0} − q_2 . . . q_m) = 0.

ëÏÌØÃÏ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ (εp_2)p_3 . . . p_{k0} = q_2 . . . q_m . äÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÒÉ k = k_0 − 1.