îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { I

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1998/99 Ç. ìÅËÃÉÉ 5{6

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ

ðÕÓÔØ —| ÐÏÌÅ. ñ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÎÁÄ —, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÂÁÚÉÓÁ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ. ôÁËÖÅ Ñ ÂÕÄÕ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÚÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ (Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ —ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ —^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ —^n É —^m ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ n ≠ m.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÁÒÙ (U, V ), ÇÄÅ U ⊆ V . îÁÚÏŒÅÍ ÄŒÅ ÐÁÒÙ (U_1, V_1) ≃ (U_2, V_2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ φ : V_1 −→ V_2 , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ φ(U_1) = U_2 .

ðÕÓÔØ (u_1, . . . , u_k) | ÂÁÚÉÓ U . äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_1, . . . , v_l . ðÕÓÔØ n = dim V = k + l É (e_1, . . . , e_n) | ÂÁÚÉÓ —^n. ôÏÇÄÁ —^k | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (—^k, —^n) ≃ (U, V ):

φ(e_i) = { u_i, i 6 k v_{i−k}, i > k. ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ìÀÂÁÑ ÐÁÒÁ (U, V ), ÇÄÅ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ —, Á U ⊆ V | ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÁÒÅ ŒÉÄÁ

(—^k, —^n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n É k 6 n.

ðÕÓÔØ U É W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÒÏÅË (U, W, V ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÁÒ (U, V ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∩ W = ⟨v_1, . . . , v_k⟩, ÇÄÅ v_1, . . . , v_k | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É W ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_{k+1}, . . ., v_l É v_{l+1}, . . . , v_m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ-

ÍÙ, Ô.Å.^m ∑ i=1 α^iv_i = 0, ÇÄÅ α^i ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, k∑ i=1 α^iv_i + l∑ i=k+1 α^iv_i = − m∑ i=l+1 α^iv_i. œÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÌÅÖÉÔ Œ U , Á ŒÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, | Œ W , Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ. óÌÅÄÏŒÁ-

ÔÅÌØÎÏ,^m ∑ i=l+1 α^iv_i =^k ∑ j=1 β^j v_j , Á ÚÎÁÞÉÔ, α^i = 0 ∀i ∈ {l + 1, . . . , m}. ðÏÜÔÏÍÕ k∑ i=1 α^iv_i +^l ∑ i=k+1 α^iv_i = 0, É α^i = 0 ∀i ∈ {1, . . . , l} (ÔÁË ËÁË v_1, . . . , v_l | ÂÁÚÉÓ

U ). éÔÁË, V = ⟨v_1, . . . , v_m⟩, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÜÔÏÊ ÐÁÒÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÎÅÓËÏÌØ- ËÏ Œ ÉÎÏÍ ÓÔÉÌÅ, ÞÅÍ ÄŒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É ÄŒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

U É W ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ: k = dim V , l = dim U , m = dim W É n = dim(U ∩ W ), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅ- ÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ n 6 m 6 k É n 6 l 6 k .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Œ ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÚÁÄÁÞÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÐÁÒÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÏÊ, ÉÌÉ ÞÅÍ-ÔÏ ÅÝč). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÜÔÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÞÅÒÅÚ V É ÎÁÚÏŒčÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ.

œ ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÅÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ V ∼= W. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ĂÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÊ.

ðÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ | ÜÔÏ:

1) ÓÐÉÓÏË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ V_s , ÇÄÅ s ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ V ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÂSSÅËÔÏŒ V_s ;

2) ÓÐÉÓÏË ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ φ_r , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÂSSÅËÔÕ V ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ φ_r (V), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V ∼= W ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ φ_r (V) = φ_r(W) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r .

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÅÎ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ.

ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. éÈ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ V ⊕ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ (v, w), ÇÄÅ v ∈ V , w ∈ W . îÁ V ⊕ W ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: (v_1, w_1) + (v_2, w_2) = (v_1 + v_2, w_1 + w_2) É λ(v, w) = (λv, λw).

åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÎÁÛÅÊ ĂÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ, ÔÏ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ V ⊕ W ÔÏÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ÚÁÄÁÎÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_0 É W_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ Œ V ⊕ W ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_0 ⊕ W_0 , É Ô. Ð. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ V ⊕ W.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ É ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ; ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊕ W ∼= W ⊕ V).

ïÂSSÅËÔ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. ïÂSSÅËÔ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÉËÁËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÁÖÎÏÊ ÓÏÓÔÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÚÁÄÁÞÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÂSS- ÅËÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó k ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ (k = 0, 1, 2) ËÁÖÄÙÊ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÏÂSS- ÅËÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÌÉÂÏ ÎÕÌØÍÅÒÎÏ).

óÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏÌÅÚÅÎ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÈÓÑ ÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÞÁÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÜÔÏ ÔÁË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÉÐ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

îÁÚÏŒčÍ ËÏÌÞÁÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉ- ÅÍ ËÏÌÞÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ i | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_i ÎÁÄ —, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ e ÉÚ i Œ j | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ_e : V_i −→ V_j . ðÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (V_i, φ_e) É (W_i, ψ_e) ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ i ËÏÌÞÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f_i : V_i −→ W_i , ÐÒÉÞÅÍ f_j φ_e = ψ_ef_i ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ i Œ j .

ðÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (V_i, φ_e) É (W_i, ψ_e) ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (V_i ⊕ W_i, φ_e ⊕ ψ_e), ÇÄÅ φ_e ⊕ ψ_e | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ (v, w) Œ ÐÁÒÕ (φ_ev, ψ_ew).

A_n^{r r r q q q r r}

D_n HH�^{r r} r r q q q r r

E_6

r r r r r

r

E_7

r r r r r r

r

E_8

r r r r r r r

r

òÉÓ. 1.

ëÏÌÞÁÎÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ĂÐÒÏÓÔÕÀĄ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ, ÏÐÉ- ÓÙŒÁÀÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÂÒÉÜÌÑ. þÁÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ëÏÌÞÁÎ ` ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏ- ÖÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÄ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ` ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÒÅÌÏË Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÒÁÆÏŒ ÎÁ ÒÉÓ. 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ ÎÁÄÅÀÓØ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÇÏÄÕ (ÅÓÌÉ ÕÄÁÓÔÓÑ), ÎÏ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ É ÓÅÊÞÁÓ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ` ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÌÞÁÎÙ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V(d_1, . . . , d_n) ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ V_i = R^{di} , ÒÁŒÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ∑ e∈E d_{i(e)}d_{j(e)} , ÇÄÅ E | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÒÅÌÏË ËÏÌÞÁÎÁ, Á ÞÅÒÅÚ i(e) É j(e) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÞÁ- ÌÏ É ËÏÎÅÃ ÓÔÒÅÌËÉ e. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ É ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ d_1, . . . , d_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍ ËÏÌÞÁÎÁ. üÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕÐ- ÐÙ GL(d_1, R) × · · · × GL(d_n, R), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V(d_1, . . ., d_n) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ: (g_1, . . . , g_n)φ_e = g^{−1}_{j(e)}φ_eg_{i(e)} . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁ-

ÖÄÏÊ ÉÚ ÏÒÂÉÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ∑_n i=1 d^2_i − 1 (ÔÁË ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ- ËÉ V(d_1, . . . , d_n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ŒÉÄÁ (λ, . . . , λ) ∈ GL(d_1, R) × · · · × GL(d_n, R)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V(d_1, . . . , d_n) ÐÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÁËÉÈ ÏÒÂÉÔ, ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(d_1, . . . , d_n) = ∑_n i=1 d^2_i − ∑ e∈E d_{i(e)}d_{j(e)} ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ (É ÄÁÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÑÚ- ÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ADE -ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ, Ñ ÏÓÔÁŒÌÑÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ (ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ).

œÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÎÁ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÒÙÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÁÒÄÁ). îÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ŒÓč ÜÔÏ ŒÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÉÚÕÞÉÔÅ Œ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó k ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÒÁË- ÔÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ ÉÚ k ÓÔÒÅÌÏË, ŒÅÄÕÝÉÈ Œ ÏÄÎÕ ŒÅÒÛÉÎÕ ÉÚ k ÄÒÕÇÉÈ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÂÒÉÜÌÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÉ k ≤ 3. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÔÒÏÊËÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

íÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ìÅŒÙÍ ÍÏ- ÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R (ÉÌÉ ÌÅŒÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ V (ÚÁÐÉ- ÓÙŒÁÅÍÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ), ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

1) a(v + w) = av + aw ,

2) (a + b)v = av + bv , 3) (ab)v = a(bv), 4) 1v = v ÄÌÑ ŒÓÅÈ a, b ∈ R, v, w ∈ V . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ïÄÎÁËÏ Œ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ŒÒÅÍÑ ÐÒÁŒÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÍ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÍÅÓÔÏ ÓÌÏŒ ĂÌÅŒÙÊ ÍÏÄÕÌØĄ Ñ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ĂÍÏÄÕÌØĄ.

œÓÅ ËÏÌØÃÁ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ìÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ —-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ìÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÐÒÁŒÙÍ

R-ÍÏÄÕÌÅÍ).

ðÒÉÍÅÒ 3. ìÀÂÏÅ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. ìÀ- ÂÏÅ ÐÒÁŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ìÀÂÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ H | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á End H | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ H , ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ H −→ H . óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ) ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ËÏÌØÃÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ H ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ H ÓÔÒÕËÔÕÒÕ End H -ÍÏÄÕÌÑ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÄÁÔØ ÎÁ H ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ R −→ End H (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S(M )).

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —É A : V −→

V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_kx^k ∈ —[x] ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f(A) = a_0E + a_1A + · · · + a_kA^k (ÞÅÒÅÚ E ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ðÏÌÏÖÉÍ f(x)v = f(A)(v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V . œŒÅÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ —[x] ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ V Œ —[x]-ÍÏÄÕÌØ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ- ÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ Ó ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ É Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÅÊ ÓÏÂÏÊ ÐÅÔÌÀ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÏÌÞÁÎÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÕ ÓÔÒÅÌËÕ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ 2 Œ ŒÅÒÛÉÎÕ 1, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÌØÃÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÕ A ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2×2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V_1, V_2, φ ÎÁÛÅÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = V_1 ⊕ V_2 É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏÌÏ- ÖÉŒ ( a b 0 c ) (v_1, v_2) = (av_1 + bφv_2, cv_2). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ

A-ÍÏÄÕÌØ, É ÞÔÏ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ A-ÍÏÄÕÌÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÌÞÁÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —É G | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ V ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ —G, ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ —G ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

( ∑ α_ig_i)( ∑ β_j g_j) = ∑ α_iβ_j g_ig_j . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ —G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ìÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ —G-ÍÏÄÕÌÑ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ —G-ÍÏÄÕÌØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ —, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G.

äÏŒÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ R-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌÑ, ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÑ, Á ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅ- ÍÕ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ R-ÍÏÄÕÌÅÊ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÁÍ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ É ËÏÌÅÃ). üÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÑÍÉ ÐÏÌÅÚÎÙ ÄŒÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÁËÖÅ ÉÍÅ- ÀÝÉÅ ÓŒÏÉ ÁÎÁÌÏÇÉ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ É ËÏÌÅÃ. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÈ ÓÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ). ðÕÓÔØ V | R-ÍÏÄÕÌØ, U, W ⊆ V | ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌÉ. ôÏÇÄÁ U + W (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏ- ÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ Œ ŒÉÄÅ u + w ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u ∈ U , w ∈ W ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ W , ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : u + (U ∩ W ) → u + W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ U/(U ∩ W ) ∼= (U + W )/W . ôÅÏÒÅÍÁ 6 (Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ). ðÕÓÔØ V | R-ÍÏÄÕÌØ, W ⊆ V | ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌØ É π : V −→ V /W | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ M = M/W | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ V = V /W ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ M ⊆ V ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ W ⊆ M , ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌÅÊ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ W , É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ V . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, V /M ∼= V /M = (V /W )/(M/W ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ÓÅÂÑ É 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ Z-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Z_p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÒÑÄÏÍ öÏÒÄÁÎÁ{çčÌØÄÅÒÁ R- ÍÏÄÕÌÑ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ V_0, V_1, . . . , V_n ÐÏÄÍÏÄÕ- ÌÅÊ ÍÏÄÕÌÑ V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÉ V_i/V_{i−1} (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ) ÐÒÏÓÔÙ. þÉÓÌÏ n ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (V_i).

åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ V ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ, ÔÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ, Á W | ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ V . ôÏÇÄÁ W É V = V /W | ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ R-ÍÏÄÕÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ R-ÍÏÄÕÌÑ V É ÐÕÓÔØ π : V −→ V | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ W_i = W ∩ V_i É V_i = π(V_i). ñÓÎÏ, ÞÔÏ 0 = W_0 ⊆ W_1 ⊆ · · · ⊆ W_n = W É 0 = V_0 ⊆ V_1 ⊆ · · · ⊆ V_n = V .

ðÕÓÔØ 0 < i 6 n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ, W_i/W_{i−1} = W_i/(W_i ∩ V_{i−1}) ∼= (W_i + V_{i−1})/V_{i−1}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ V_i = π(V_i) = π(V_i + W ) É V_{i−1} = π(V_{i−1}) = π(V_{i−1} + W ), ÔÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ,

V_i/V_{i−1} ∼= (V_i + W )/(V_{i−1} + W ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ V_i + W = V_i +(V_{i−1} + W ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, V_i ∩ (V_{i−1} + W ) = V_{i−1} + W_i . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ v + w ∈ V_i , ÇÄÅ v ∈ V_{i−1} , Á w ∈ W , ÔÏ w ∈ V_i ∩ W , Ô. Ë. V_{i−1} ⊂ V_i . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(V_i + W )/(V_{i−1} + W ) ∼= V_i/(V_{i−1} + W_i).

éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

W_i/W_{i−1} ∼= (W_i + V_{i−1})/V_{i−1} É V_i/V_{i−1} ∼= V_i/(W_i + V_{i−1}).

ïÄÎÁËÏ ÉÚ ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ V_{i−1} ⊆ (W_i+V_{i−1}) ⊆ V_i ÏÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ (ÉÎÁÞÅ ÏÂÒÁÚ (W_i + V_{i−1}) ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ V_i/V_{i−1} ÂÙÌ ÂÙ ÔÁÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÏÄÕÌÑ V_i/V_{i−1} ). úÎÁÞÉÔ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ: ÌÉÂÏ W_i/W_{i−1} ∼= V_i/V_{i−1} É V_i/V_{i−1} = 0, ÌÉÂÏ W_i/W_{i−1} = 0 É V_i/V_{i−1} ∼= V_i/V_{i−1}, éÔÁË, ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ W_i/W_{i−1} É V_i/V_{i−1} ÐÒÏÓÔÙ (i = 1, . . . , n). œÙÞÅÒËÉŒÁÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 0 = W_0 ⊆ W_1 ⊆ · · · ⊆ W_n = W É 0 = V_0 ⊆ V_1 ⊆ · · · ⊆ V_n = V ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎ- ÎÙÅ ÒÑÄÙ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ W É V /W , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ V | R-ÍÏÄÕÌØ, Á W | ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁË W , ÔÁË É V = V /W | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ. ôÏÇÄÁ É V | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ 0 = W_0 ⊂ W_1 ⊂ · · · ⊂ W_k = W | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ ÍÏÄÕÌÑ W , Á 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_m = V | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ ÍÏÄÕÌÑ V . þÅÒÅÚ π ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ V −→ V . ðÏÌÏÖÉÍ n = k + m É

V_i = { W_i, 0 6 i 6 k; π^{−1}(V_{i−k}) k 6 i 6 n.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ i = k ÏÂÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ É ÄÁÀÔ V_k = W . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ R- ÍÏÄÕÌÑ V . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ i 6 k ÍÙ ÉÍÅÅÍ V_i/V_{i−1} = W_i/W_{i−1} | ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ, Á ÐÒÉ i > k , ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ, V_i/V_{i−1} ∼= V_{i−k}/V_{i−k−1} | ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ W_1 ⊂ · · · ⊂ W_k ⊂ V ÍÏÖÎÏ ÕÐÌÏÔ- ÎÉÔØ ÄÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ W_s = V_{i(s)} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ s = 1, . . . , k .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k . ðÒÉ k = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ k > 0. ðÏÌÏÖÉÍ W = W_1 , V = V /W É W_i = π(W_i), ÇÄÅ π : V −→ V | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ ÍÏÄÕÌÑ V , ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ W_2 ⊂ W_k ⊂ V . ðÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ W . ĂóÛÉŒÁÑĄ ÜÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ, ÕÐÌÏÔÎÑÀ- ÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ W_1 ⊂ · · · ⊂ W_k ⊂ V .

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (öÏÒÄÁÎÁ-çčÌØÄÅÒÁ). ðÕÓÔØ V | R-ÍÏÄÕÌØ, Á 0 = V_0 ⊂

V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V É 0 = V^′_0 ⊂ V^′_1 ⊂ · · · ⊂ V^′_m = V | ÄŒÁ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÈ ÒÑÄÁ. ôÏÇÄÁ n = m É ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ σ ∈ S_n , ÞÔÏ V_i/V_{i−1} ∼= V_{σ(i)}/V_{σ(i)−1} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1, . . ., n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n | ÄÌÉÎÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (V_i).

åÓÌÉ n = 1, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ V ÐÒÏÓÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ V^′_1 = V = V_1 . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n > 1. ðÏÌÏÖÉÍ U_i = V^′_1 ∩ V_i . ôÏÇÄÁ 0 = U_0 ⊆ U_1 ⊆ · · · ⊆ U_n = V^′_1 . íÏÄÕÌØ V^′_1 ÐÒÏÓÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ i ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U_i = V^′_1 É U_{i−1} = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ V_i ŒÌÏÖÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V_{i−1} ⊕ V^′_1 . úÎÁÞÉÔ, ÍÏÄÕÌØ (V_{i−1} ⊕ V^′_1 )/V_{i−1} ∼= V^′_1 ŒÌÏÖÅÎ Œ V_i/V_{i−1} . ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÓÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ V_i = V_{i−1} ⊕ V^′_1 É V_i/V_{i−1} ∼= V^′_1 .

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ V = V /V^′_1 . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_j ÏÂÒÁÚ V_j , Á ÞÅÒÅÚ V^′_j | ÏÂÒÁÚ V^′_j ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ V −→ V . íÙ ÉÍÅÅÍ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ)

V_j ∼= { V_j ÐÒÉ j < i, V_j/V^′_1 ÐÒÉ j ¿ i.

ðÏÜÔÏÍÕ V_j/V_{j−1} ∼= { V_j /V_{j−1} ÐÒÉ j ≠ i, 0 ÐÒÉ j = i

(ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ V^′_j/V^′_{j−1} ∼= { V^′_j /V^′_{j−1} ÐÒÉ j > 1, 0 ÐÒÉ j = 1.

éÔÁË, ÍÏÄÕÌØ V ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÈ ÒÑÄÁ: 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_{i−1} ⊂ V_{i+1} ⊂ · · · ⊂ V_n = V ÄÌÉÎÙ n − 1, É 0 = V_0 ⊂ V^′_2 ⊂ · · · ⊂ V^′_m = V ÄÌÉÎÙ m − 1. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ V ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÍÏÄÕÌÑ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ l(V ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ W ⊆ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ l(V ) = l(W ) + l(V /W ). üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ.

ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ

œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. áÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v R-ÍÏÄÕÌÑ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Ann(v) = {a ∈ R | av = 0} (ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ). üÌÅ- ÍÅÎÔ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ Ann(v) ≠ 0. íÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ. éÄÅÁÌ Ann(V ) = ⋂ v∈V Ann(v) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÑ V .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ V ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_t ÅÇÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ. üÔÏÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑ V . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ V ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÎÅÇÏ V_t = V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ V = Rv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ V . üÌÅÍÅÎÔ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÏÄÕÌÑ V . R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ V = Rv_1 +· · ·+Rv_r ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ v_1, . . . , v_r ∈ V . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ V = Rv ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ R/ Ann(v). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ R ÍÏÄÕÌØ R/I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ (Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ 1 + I ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ann(V ) ≠ 0. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ann(V ) ≠ 0, ÔÏ V , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ. åÓÌÉ ÖÅ V ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ v_1, . . . , v_n É ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_i ∈ R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_iv_i = 0. ôÏÇÄÁ Ann(V ) ∋ a_1 ·· · ··a_n ≠ 0.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÕÓÔØ V | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Z-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ V_t | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ V , ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÅÞÅÎ. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —É A : V −→ V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ V ËÁË —[x]-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞ- ÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ V −→ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n^2 . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ E, A, A^2, . . . , A^{n2} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n^2 , ÞÔÏ f(x)v = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

—[x]-ÍÏÄÕÌØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÍÏÄÕÌØ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(A) = 0, É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔ f(x) ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A . õÓÌÏŒÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ Ann(V ), ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ V , ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ f(x).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÏÊ R-ÍÏÄÕÌØ V ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË R/ Ann(V )-ÍÏÄÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (a + Ann(V ))v = av ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ R, v ∈ V . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ R ÌÀÂÏÊ R/I -ÍÏÄÕÌØ W ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÌÁÇÁÑ aw = π(a)w , ÇÄÅ π : R −→ R/I | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ (ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V , ÔÏÇÄÁ Rv ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ V , ÚÎÁÞÉÔ V = Rv ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ R/I ÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏ- ÌÅÍ. R-ÍÏÄÕÌØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ É 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V | ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ. œÙÂÅÒÅÍ v_1, . . . , v_n ∈ V ÔÁË, ÞÔÏÂÙ v_i ∈ V_i \ V_{i−1} . ôÏÇÄÁ V = Rv_1 + · · · + Rv_n .

ðÏÓËÏÌØËÕ R-ÍÏÄÕÌØ V_i/V_{i+1} ÐÒÏÓÔ, ÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ R/(p_i) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p_i ∈ R. ôÏÇÄÁ a = p_1 . . . p_n ÌÅÖÉÔ Œ Ann(V ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, V | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ V = R/(a) | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ.

ðÕÓÔØ a = p_1 . . . p_n | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÏÌÏÖÉÍ a_i = a/(p_1 . . . p_i) É V_i = a_iV , ÇÄÅ i = 0, . . . , n. ôÏÇÄÁ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ ÍÏÄÕÌÑ V .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ, v_1, . . . , v_k | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, É Ann(v_i) = (a_i) ÄÌÑ i = 1, . . ., k . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R-ÍÏÄÕÌØ W = R/(a_1) ⊕ · · · ⊕ R/(a_k). üÔÏ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ (ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ).

ðÕÓÔØ w = (r_1, . . . , r_k), ÇÄÅ r_i = r_i + (a_i) ∈ R/(a_i). ôÏÇÄÁ ∑ r_iv_i ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ r_i ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ r_i , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (r_1, . . ., r_k) → ∑ r_iv_i . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ V ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÀ ÍÏÄÕÌÑ W É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 11. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ —É A : V −→ V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ —[x]. ìÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ —[x] ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (x − λ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ ∈ —. ðÒÏÓÔÏÊ —[x]-ÍÏÄÕÌØ —[x]/(x − λ) | ÜÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ x ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ λ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ —[x]-ÍÏÄÕÌÑ V ÒÁŒÎÁ n = dim V . òÑÄ öÏÒÄÁÎÁ-çčÌØÄÅÒÁ —[x]-ÍÏÄÕÌÑ V | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dim V_i = i É (A − λ_iE)V_i ⊆ V_{i−1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ λ_1, . . . , λ_n ∈ —. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ v_1, . . . , v_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v_1, . . . , v_i ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_i (i = 1, . . ., n). œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ŒÉÄ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ λ_1, . . . , λ_n ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀ- ÂÏÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ŒÉÄ, ÚÁÄÁÅÔ ÒÑÄ öÏÒÄÁÎÁ-çčÌØÄÅÒÁ —[x]-ÍÏÄÕÌÑ V .

ðÕÓÔØ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ det(λE− A) ∈ —[λ] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ C^{−1}AC , ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ det(λE − C^{−1}AC) = det(C^{−1}(λE − A)C) = det(λE − A), ÔÏ ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A . äÌÑ ŒÅÒÈ- ÎÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÒÎÑÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ —[x]/(x − a) ŒÓÔÒÅÞÁ- ÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏŒ —[x]-ÍÏÄÕÌÑ V ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒÁ ËÒÁÔÎÏÓÔØ a ËÁË ËÏÒÎÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A . ëÏÒ- ÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A .