îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { I

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1998/99 Ç. ìÅËÃÉÉ 7{8

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x1, . . . , xn) ∈ —[x1, . . ., xn] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ), ÅÓÌÉ f(x_{σ(1)}, . . . , x_{σ(n)}) = f(x_1 , . . . , x_n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ σ ∈ S_n .

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ —[x1, . . . , xn]. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ek (ÇÄÅ 1 6

k 6 n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ_∑ i1<i2<···<i_k x_{i1} x_{i2} . . . x_{ik} . ðÒÉ k = 0 ÐÏÌÁÇÁÅÍ e_0 = 1.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. œÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_1, . . . , x_n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉ- ÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e_1, . . . , e_n .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, Œ ËÎÉÇÁÈ á. î. òÕ- ÄÁËÏŒÁ ĂìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅĄ (îíõ), ü. â. œÉÎÂÅÒÇÁ ĂîÁÞÁÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙĄ (îíõ), ÉÌÉ á. é. ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÕĄ.

òÏÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ œÉÅÔÁ.

ðÕÓÔØ f(λ) = ∑ a_kλ^k ∈ —[λ] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Á λ_1, . . . , λ_n | ÅÇÏ ËÏÒÎÉ (ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 0, 1, . . ., n a_{n−k} a_n = (−1)^ke_k(λ_1, . . ., λ_n).

æÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÌÎÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ hk (ÇÄÅ k ∈ N)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ∑ i16i26...6ik^{xi1 xi2 . . . xik .} ðÒÉ k = 0 ÐÏÌÁÇÁÅÍ h_0 = 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ sk (ÇÄÅ k ∈ N) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n∑ i=1 x^k_i . ðÒÉ k = 0 ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ.

ðÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. 1) œÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x1, . . . , xn ÐÒÅÄ-

ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÐÏÌÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ h_1, . . ., h_n . 2) åÓÌÉ char —= 0, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_1, . . ., x_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ s_1, . . . , s_n .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_0, a_1, . . . ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∞∑ k=0 a_kt^k ∈ A[[t]]. ëÒÏÍÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÌØÃÅŒÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, Œ ËÏÌØÃÅ A[[t]] ÅÓÔØ

ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ t: d dt ∞∑ k=0 a_kt^k = ∞∑ k=0 ka_kt^{k−1}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ: (fg)^′ = f^′g + fg^′ . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÏÂÒÁÔÉÍ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (e_0, e_1, . . ., e_n) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ e(t) = n∏ i=1 (1 + x_it),

Á ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (h_0, h_1, . . . ) | h(t) = n∏ i=1 (1 − x_it)^{−1}.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ e(t)h(−t) = 1. òÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ e_1 − h_1 = 0,

e_k + k−1∑ l=1 (−1)^le_{k−l}h_l + (−1)^kh_k = 0, (k > 1),

ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ËÁË (e_k) ÞÅÒÅÚ (h_k), ÔÁË É (h_k) ÞÅÒÅÚ (e_k).

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ s(t) = ∞∑ k=1 s_kt^{k−1}. åč ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ Ó e(t) ÔÏÖÅ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ s(−t) = e^′(t) e(t) . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ.

ðÅÒÅÐÉÓÁŒ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Œ ŒÉÄÅ e(t)s(−t) = e^′(t), ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ): s_1 = e_1, k−1∑ l=1 (−1)^{l−1}e_{k−l}s_l + (−1)^{k−1}s_k = ke_k, (k > 1),

ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁË (e_k) ÞÅÒÅÚ (s_k) (ÐÒÉ char —= 0), ÔÁË É (s_k) ÞÅÒÅÚ (e_k) (Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ).

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ ÏÔ h_1, . . . , h_n (ÉÌÉ ÏÔ s_1, . . . , s_n ) ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

R, ÐÒÉÞÅÍ Ann(V ) = (p^m), ÇÄÅ p | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R. ôÏÇÄÁ V ∼= R/(p^{k1} ) ⊕ · · · ⊕ R/(p^{kr} ), ÇÄÅ k_1, . . . , k_r ∈ N, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ k_i ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ V −→ V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ v Œ pv ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V . ðÏÌÏÖÉÍ W_k = A^{k−1}(V ), U = Ker A É Q_k = W_k ∩ U . ôÏÇÄÁ W_{m+1} = 0, ÎÏ W_m ≠ 0, É U = Q_1 ⊃ Q_2 ⊃ · · · ⊃ Q_m = W_m ≠ 0. ïÔ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —= R/(p). œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ (v^{(1)}_1 , . . ., v^{(1)}r ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ŒÎÁÞÁÌÅ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Q_m , ÚÁÔÅÍ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Q_{m−1} É Ô. Ä. äÌÑ s = 1, . . . , r ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k_s ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ v^{(1)}s ∈ Q_{ks} \ Q_{ks+1} É ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v_s ∈ V , ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÊ Œ v^{(1)}s ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ A^{ks−1} (ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Q_{ks} ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ann(v_s) = (p^{ks} ).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a_1, . . . , a_r ∈ R ÅÓÌÉ ∑ a_sv_s = 0, ÔÏ a_sv_s = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s = 1, . . ., r . ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. áÎÎÕÌÑÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ V

ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ p. ðÏÜÔÏÍÕ^r ⋂ s=1 Ann(a_sv_s) = (p^k) ÄÌÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ k ∈ N. ôÏÇÄÁ a_s ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^{ks−k} ÄÌÑ ŒÓÅÈ s ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ k_s > k , ÐÒÉÞÅÍ a_s/p^{ks−k} ÎÅ ËÒÁÔÎÏ p ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ s. ðÒÉÍÅ-

ÎÑÑ A^{k−1} Ë^∑ asvs = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ∑ (a_s/p^{ks−k})v^{(1)}s = 0, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ φ : (R/(p^{k1}) ⊕ · · · ⊕ R/(p^{kr} )) −→ V, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ (—a_1, . . ., —a_r) Œ ∑ a_sv_s . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÉÎÕ R-ÍÏÄÕÌÑ V . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q_k = Ker A|_{Wk} É A(W_k) = W_{k+1} . ïÔÓÀÄÁ l(W_k) = l(W_{k+1}) + l(Q_k). ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ m − k ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ l(W_k) = ∑_m i=k l(Q_i). ðÏÓËÏÌØËÕ V = W_1 , ÔÏ l(V ) = ∑_m i=1 l(Q_i). ïÄÎÁËÏ ÒÏŒÎÏ ÔÁËÏŒÁ ÄÌÉÎÁ ÍÏÄÕÌÑ R/(p^{k1} ) ⊕ · · · ⊕ R/(p^{kr} ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ φ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ V = R/(p^{k1} ) ⊕ · · · ⊕ R/(p^{kr} ) ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ R/(p^{ks} ) Ó k_s > k ÒÁŒÎÏ l(p^kV /p^{k+1}V ). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ k_s ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ R

ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ŒÉÄÁ^n ⨁ i=1 R/(p^{ki}_i ), ÇÄÅ p_i | ÐÒÏÓÔÙÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒ ÉÄÅÁ-

ÌÏŒ (p^{ki}_i ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÍÏÄÕÌÅÍ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ l(V ). äÌÑ l(V ) = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ l(V ) > 0 É p ∈ R | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÅ- ÌÑÝÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÉÄÅÁÌÁ Ann(V ). ôÏÇÄÁ pV ≠ V . îÁÊÄÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p^mV = p^{m+1}V (ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ l(V )). ðÏÌÏÖÉÍ W = p^mV É U = Ker A^m , ÇÄÅ

A : V −→ V | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ v Œ pv ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V . ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ W = p^{m+1}V = p(p^mV ) = pW , ÔÏ A|_W | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÜÔÏÍÕ U ∩ W = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, l(U ) + l(W ) = l(V ), ÉÂÏ W ∼= V /U ÐÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ V = U ⊕ W . áÎÎÕÌÑÔÏÒ ÍÏÄÕÌÑ U ÒÁŒÅÎ (p^m), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ U ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ŒÉÄÁ. l(W ) = l(V ) − l(U ) < l(V ) É ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÄÕÌØ W ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ŒÉÄÁ. ôÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÄÅÁÌÏŒ (p^{ki}_i ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ðÕÓÔØ a = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n ∈ R, ÇÄÅ p_1, . . . , p_n | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ R/(a)^∼=^n ⨁ i=1 R/(p^{ki}_i ). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ÉÚ

ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ V ÎÁÄ ËÏÌØ-

ÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ R ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ŒÉÄÁ^r ⨁ i=1 R/(a_i), ÇÄÅ (a_1) ⊆ · · · ⊆

(a_r) ≠ R, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒ ÉÄÅÁÌÏŒ (a_i) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÍÏÄÕÌÅÍ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ —| ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, f(x) = x^n + an−1x^{n−1} + · · · + a0 ∈ —[x] É

V = —[x]/(f) | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ —[x]-ÍÏÄÕÌØ. œ ÂÁÚÉÓÅ v1 = 1, v2 = x, . . ., vn =

x^{n−1} ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÍ x ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ V , ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

0 0 0 · · · 0 −a_0 1 0 0 · · · 0 −a_1 0 1 0 · · · 0 −a_2 . . ... ... ... . . . . 0 0 0 ... 0 −a_{n−2} 0 0 0 · · · 1 −a_{n−1}

.

ôÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÂÌÏËÏÍ.

ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÂÌÏË, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f(x). ôÏ- ÇÄÁ f(A) = 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ f(x) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÍÏÄÕÌØ —[x]/(f(x))). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ v_1, v_2 = Av_1, . . . , v_n = A^{n−1}v_1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ, ÔÏ f(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A. òÁÚÌÁÇÁÑ det(λE −A) ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÒÁŒÅÎ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏ- ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ A_i ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A_{i+1} . íÁ- ÔÒÉÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÌÏËÁ A_1 (ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÌÏËÏŒ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÂÌÏ- ËÏŒ A_i . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ). èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÁ A ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ

ðÕÓÔØ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ n, ÅÓ-

ÌÉ Œ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ v_1, . . . , v_n ∈ V , ÞÔÏ

ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v =^n ∑ i=1 c_iv_i Ó c_i ∈ R.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, R-ÍÏÄÕÌØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ n, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ R-ÍÏÄÕÌÀ R^n .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ p ∈ R | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, É —= R/(p). ôÏÇÄÁ R^n/pR^n = —^n, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ. (äÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, V | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ R-

ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ n, É W ⊆ V | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ W ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, É ÅÇÏ ÒÁÎÇ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÒÉ n = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ n > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_k ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ V , ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ v_1, . . . , v_k . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ V_k | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ k . ðÏÌÏÖÉÍ I = {a ∈ R | Œ W ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÉÄÁ a_1v_1 +· · ·+a_{n−1}v_{n−1} +av_n}.

ôÏÇÄÁ I | ÉÄÅÁÌ. ðÕÓÔØ b | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ. åÓÌÉ b = 0, ÔÏ W = W ∩V_{n−1} , É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ

ÍÅÎØÛÅÇÏ n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ b ≠ 0. œÙÂÅÒÅÍ Œ W ÜÌÅÍÅÎÔ w_n = b_1v_1 +

· · · + b_{n−1}v_{n−1} + bv_n . ðÕÓÔØ w = a_1v_1 + · · · + a_{n−1}v_{n−1} + av_n ∈ W . ôÏÇÄÁ a = cb ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ R (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÉÂÏ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ), É w − cw_n ∈ W ∩ V_{n−1} . ðÏÜÔÏÍÕ W = Rw_n ⊕ (W ∩ V_{n−1}). ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, W ∩ V_{n−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ ÍÅÎØÛÅÇÏ n. íÏÄÕÌØ Rw_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ dw_n = db_1v_1 +· · ·+db_{n−1}v_{n−1} +dbv_n ≠ 0 ÐÒÉ d ≠ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, W | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ n.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, V | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ

n, Á W ⊆ V | ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ k . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n ÍÏÄÕÌÑ V , ÞÔÏ a_1e_1, . . . , a_ke_k | ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ W , ÇÄÅ a_1, . . . , a_k ∈ R, ÐÒÉÞÅÍ a_{i+1} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a_i ÐÒÉ i = 1, . . ., k − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ (v_1, . . . , v_n) ÍÏÄÕÌÑ V É (w_1, . . . , w_k) ÍÏÄÕÌÑ W . íÙ ÉÍÅÅÍ w_i = ∑_n j=1 c_{ij}v_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ k × n ÍÁ- ÔÒÉÃÙ C = (c_{ij} ) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ R. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ C ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ Œ W , Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑÍ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ Œ V . îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÍÁÔÒÉÃÕ C ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1, . . . , a_k , Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ a_{i+1} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a_i ÐÒÉ i = 1, . . . , k − 1.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÓÔØÀ ËÏÌØÃÁ R, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ R ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ δ(a), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÐÒÉÞÅÍ δ(ab) ¿ δ(a) É ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ É ÓÔÒÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÔÁÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÍ ÓÔÏÌÂÃÙ É ÓÔÒÏËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏËÁÚÁÌÓÑ c_{11} . œÙÞÔÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÁÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ (ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ (ÉÂÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÍÅÎØÛÉÍ ÞÅÍ δ(c_{11})). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ÎÕÌØ ÐÅÒ- ŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ c_{11} . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ c_{ij} ÎÅ ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ c_{11} , ÔÏ c_{ij} = dc_{11} + r ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ d, r ∈ R, ÐÒÉÞÅÍ δ(r) < δ(c_{11}). ðÒÉÂÁŒÉŒ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ Ë i-ÔÏÊ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÔÑ ÉÚ j -ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÅÒŒÙÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ d, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ r . üÔÏ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ δ(c_{11}) ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ. éÔÁË, ÍÙ

ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ c_{11} 0 · · · 0 0 . . C^′ 0 ,

ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÞÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ C^′ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ c_{11} . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ- ÐÅÒØ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ C^′ . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ ÐÒÉŒÅÄÅÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ c_{22} 0 · · · 0 0 . . C^{′′} 0 ,

ÇÄÅ c_{22} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ c_{11} É ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ C^{′′} ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ c_{22} . ðÒÏ- ÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ŒÉÄÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ v_1, . . . , v_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÄÕÌØ V , ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ φ : R^n −→ V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ (a_1, . . ., a_n) Œ a_1v_1 + · · · + a_nv_n , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ. ðÏ- ÌÏÖÉÍ W = Ker φ. åÓÌÉ R | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁ- ÌÏŒ), ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÂÏÂ- ÝÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÎÁ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. åÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ

ðÕÓÔØ B | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n×n ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØ- ÃÏÍ R. íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ B ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ R-ÍÏÄÕÌÑ V = R^n Œ ÓÅÂÑ. ðÕÓÔØ W ⊆ V | ÔÁËÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÞÔÏ B(V ) ⊆ W . ôÏÇÄÁ (det B)V ⊆ W . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ^B | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ij ÓÔÏÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ B_{ji} . ôÏÇÄÁ B ^B = (det B)E , ÔÁË ÞÔÏ (det B)V = B ^B(V ) = B( ^B(V )) ⊆ W .

ðÕÓÔØ A | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ n×n ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ B = xE − A ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R = —[x]. ðÏÌÏÖÉÍ V = R^n , W = B(V ). æÁËÔÏÒ- ÍÏÄÕÌØ V /W ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ —^n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ x ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) = det(xE − A) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ V Œ W , ÔÏ ÅÓÔØ p(x) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ V /W ÎÕÌÅÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ p(A) = 0.