îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { I

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1998/99 Ç. ìÅËÃÉÉ 9{11

ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ

1) ëÌÁÓÓ ÏÂSSÅËÔÏŒ Ob(A).

2) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ HomA(A, B) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ (A, B) ÏÂSSÅËÔÏŒ

ÉÚ A; ŒÍÅÓÔÏ u ∈ HomA(A, B) ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ u : A −→ B ÉÌÉ A^u−→ B .

3) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

μ : HomA(A, B) × HomA(B, C) −→ HomA(A, C)

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ (A, B, C) ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÚ A; ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ μ(u, v) ÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ u ∈ HomA(A, B) É v ∈ HomA(B, C) ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ v ∘ u ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ vu.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍ:

(I) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A^u−→ B^v−→ C^w−→ D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ w(vu) = (wv)u.

(II) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ∈ ObA ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ 1_A : A −→ A, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂSSÅËÔÁ A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1_Au = u É v1_A = v ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ B^u−→ A É A^v−→ C .

(III) åÓÌÉ ÐÁÒÙ (A, B) É (A^′, B^′) ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

HomA(A, B) É HomA(A^′, B^′) ÐÕÓÔÏ.

ìÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A −→ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ A. íÏÒ- ÆÉÚÍ φ : A −→ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ψ : B −→ A, ÞÔÏ ψφ = 1_A É φψ = 1_B .

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Sets ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Vect—ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hom—(V, •), ÇÄÅ V | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ïÂSSÅËÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ : V −→ W , ÇÄÅ W | ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect , Á ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ φ : V −→ W Œ ÏÂSSÅËÔ ψ : V −→ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ τ : W −→ U , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ V V φ ψ W^τ−−−−→ U ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÄÕÁÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A^∘ :

á) ïÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A^∘ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A, Ô. Å. Ob A^∘ = Ob A. â) ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÅÍ HomA∘ (A, B) = HomA(B, A). œ) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ

HomA^∘ (^{A, B})^× HomA^∘ (^{B, C})^{−→} HomA^∘ (^{A, C})

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ u ∈ HomA∘ (A, B) É v ∈ HomA∘ (B, C), ÔÏ v ∘A^{∘ u} =^{u ∘}A^{v.} ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É C. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ (ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ) ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ:

Á) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A → F A, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ A ÉÚ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÉ A ÏÂSSÅËÔ F A ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C;

Â) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F (A, B) : HomA(A, B) −→ HomC(F A, F B) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ F (A, B) : HomA(A, B) −→ HomC(F B, F A)), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (A, B) ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÚ A. ïÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ u : A −→ B ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F (A, B) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ F u.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ: (i) F 1_A = 1_{F A} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A;

(ii) F (v ∘ u) = F v ∘ F u (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ F (v ∘ u) = F u ∘ F v ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ u É v , ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ v ∘ u ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ A −→ C | ÜÔÏ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ A^∘ −→ C.

ðÒÉÍÅÒ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ V C ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (u, v), ÇÄÅ u, v ∈ V .

œ V C ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x + iy ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z(u, v) = (xu − yv, xv + yu).

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ R-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ f : V −→ W ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: fC(u, v) = (fu, fv). ñÓÎÏ, ÞÔÏ fC ÑŒÌÑÅÔÓÑ C -ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁ- ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ VectRŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ VectC .

ðÒÉÍÅÒ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÅÇÏ ÏŒÅ- ÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ VRÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÓÉÌÕ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ R ⊂ C ).

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C -ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒ f : V −→ W ÅÇÏ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ VectC Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ VectR.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ , ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ —-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ f : V −→ W ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f^∗ : W^∗ −→ V^∗ . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect—Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Vect—.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A, B | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. éÈ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ A ×

B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ

(A, B), ÇÄÅ A ∈ Ob A, B ∈ Ob B, Á HomA_×B((A, B), (A^′B^′)) = Hom(A, A^′) × Hom(B, B^′). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A = Vect—| ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V, W ) →

Hom—(V, W ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A^∘ × A, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏ-

ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ A^∘ ×A −→ A. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, Hom—( , ) | ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ É ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ F É G | ÄŒÁ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÚ ËÁÔÅÇÏ-

ÒÉÉ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C. æÕÎËÔÏÒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f : F −→ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f_A : F A −→ GA ÄÌÑ ŒÓÅÈ A ∈ Ob A, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ u : A −→ B ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ F A^{fA}−−−−→ GA F u Gu F B −−−−→_{fB} GB ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ F É G ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ.

æÕÎËÔÏÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ f_A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÓÅÂÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÕ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ A | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ïÂSSÅËÔ A ∈ Ob A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÍ, ÉÌÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSS- ÅËÔÁ B ∈ Ob A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ HomA(A, B) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ïÂSSÅËÔ A ∈ Ob A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÎÁÌØÎÙÍ, ÉÌÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ B ∈ Ob A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ HomA(B, A) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 6. œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÆÉÎÁÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ | ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ M É N | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ φ : M −→ S É ψ : N −→ S , ÇÄÅ S | ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÁÒÙ (φ, ψ) Œ ÐÁÒÕ (φ^′, ψ^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ τ : S −→ S^′ , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ M M φ φ^′ S^τ−−−−→ S^′ ψ ψ^′ N N ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ B, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ξ : T −→ M É η : T −→ N , ÇÄÅ T | ÌÀÂÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÅÓÔØ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÄÉÚSS- ÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ M ⊔ N ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÌÏÖÅÎÉÑ

ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N Œ M ⊔ N , Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ B ÅÓÔØ ÆÉÎÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÄÅ- ËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M × N ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ M × N ÎÁ M É N .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÔÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÉÎÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÔÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ A | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ φ : A −→ B , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ B | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ψ : B −→ A. œ ÓÉÌÕ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ A É B , Õ ÎÉÈ ÎÅÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ψφ = 1_A É φψ = 1_B , ÔÏ ÅÓÔØ φ É ψ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

äÌÑ ÆÉÎÁÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ V_1, . . ., V_p, U | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : V_1 × · · · × V_p −→ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÉÌÉ p-ÌÉÎÅÊÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ p ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ). ôÁ- ËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÎÏŒØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ Hom(V_1, . . . , V_p; U ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V × W −→ U . ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÏÓÔÁŒÉÔ ÔÒÕÄÁ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É W . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ V × W Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

– : V × W −→ U Œ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ –^′ : V × W −→ U^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ τ : U −→ U^′ , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ V × W V × W ––^′ U^τ−−−−→ U^′ õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W . âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ

ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V ⊗ W , Á ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ⊗ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (v, w) ÐÒÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË v ⊗ w É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÌÀÂÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÊ É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ (ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÎÁÍ ÐÏËÁ É ÎÅ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔÓÑ).

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ L ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ V × W (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V × W ). œ L ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_0 , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏ- ÌÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ 1) α(v, w) − (αv, w); 2) α(v, w) − (v, αw); 3) (v_1 + v_2, w) − (v_1, w) − (v_2, w);

4) (v, w_1 + w_2) − (v, w_1) − (v, w_2).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ×W −→ L/L_0 , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ (v, w) ∈ V × W Œ ËÌÁÓÓ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ L_0 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ V ⊗ W = L/L_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ v ⊗ w (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v ∈ V , w ∈ W ) ÏÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (v, w) ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.

œÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓŒÏÀ ÏÂÝÎÏÓÔØ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÓÔØ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÎÁÇÌÑÄÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ É ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ŒÙÂÒÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ (v_i) É (w_j) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : V × W −→ U . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v = ∑ x^iv_i ∈ V É w = ∑ y^j w_j ∈ W ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ φ(v, w) = ∑ i,j x^iy^j φ(v_i, w_j). (1) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ÔÁË ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ φ(v_i, w_j) ∈ U .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏŒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ v_i ⊗w_j , ÇÄÅ v_i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á w_j ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ V ⊗W É ÎÁÚÏŒÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W .

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊗ : V × W −→ V ⊗ W ÆÏÒÍÕÌÏÊ (∑ x^iv_i, ∑ y^j w_j ) → ∑ i,j x^iy^j v_i ⊗ w_j. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ : V × W −→ U ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~φ : V ⊗ W −→ U ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~φ (∑ i,j t^{ij}v_i ⊗ w_j ) = ∑ i,j t^{ij}φ(v_i, w_j). (2) ñÓÎÏ, ÞÔÏ φ = ~φ∘⊗ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ : Hom(V, W ; U ) −→ Hom(V ⊗W, U ) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊗ : V × W −→ V ⊗ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. œÓč ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÅÇËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÁË Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, ÔÁË É Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. (óÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!)

æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V, W ) → V ⊗ W ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ Vect—× Vect—−→ Vect—.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : V_1 −→ V_2 É g : W_1 −→ W_2 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ⊗ g : V_1 ⊗ W_1 −→ V_2 ⊗ W_2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 1_V ⊗ 1_W = 1_{V ⊗W} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W , É ÞÔÏÂÙ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f = f_1 ∘f_2 É g = g_1 ∘g_2 ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: f ⊗ g = (f_1 ⊗ g_1) ∘ (f_2 ⊗ g_2).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ f : V_1 −→ V_2 É g : W_1 −→ W_2 | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊗ ∘ (f × g) : V_1 × W_1 −→ V_2 ⊗ W_2 (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (v, w) Œ f(v)⊗g(w)). ðÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 ⊗ W_1 −→ V_2 ⊗ W_2 , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ f ⊗ g , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

V_1 × W_1 V_1 × W_1 ⊗ ⊗∘f×g V_1 ⊗ W_1 −−−−→_{f⊗g} V_2 ⊗ W_2 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ôÏ, ÞÔÏ 1_V ⊗1_W = 1_{V ⊗W} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W , É ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÔÏÖÅ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÔ k ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

æÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÑÔØ ÏÄÉÎ Œ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÒÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÔÏÒ (V, W ) → V^∗ ⊗ W , ËÏÎ- ÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ, ÉÌÉ ËÏ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ (U, V, W ) → (U ⊕ V ) ⊗ W , ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ (U, V, W ) → Hom(U, Hom(V, W )) (ËÓÔÁÔÉ, ÐÏ ËÁËÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÏÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÅÎ, Á ÐÏ ËÁ- ËÉÍ | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ?)

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ^∗ , Hom, ⊕ É ⊗, ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ. ôÁËÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÞÁÓÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍĄ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ: 1) U ⊗ V ⊗ W ∼−→ (U ⊗ V ) ⊗ W ; 2) V ⊗ W ∼−→ W ⊗ V ; 3) (U ⊕ V ) ⊗ W ∼−→ U ⊗ W ⊕ V ⊗ W ; 4) V^∗ ⊗ W^∗ ∼−→ (V ⊗ W )^∗ ; 5) V^∗ ⊗ W ∼−→ Hom(V, W ); 6) Hom(U ⊗ V, W ) ∼−→ Hom(U, Hom(V, W )).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V^∗ ⊗ W ∼−→ Hom(V, W ). òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^∗ × W −→ Hom(V, W ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ (ξ, w) Œ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ξ(•)w (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V Œ ξ(v)w ). ñÓ- ÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^∗ ⊗ W −→ Hom(V, W ). ñÄÒÏ ÔÁËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÕÌÅŒÏÅ. éÚ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ V^∗ ⊗ W^∼−→ Hom(V, W ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ V É W ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÁÅÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÅÝÅ ÏÄÉÎ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ob Vect^k—−→ Ob Vect—, ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÅÅ (V_1, . . . , V_k) Œ Hom(V^∗_1 , . . . , V^∗_k ; —), ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ. ëÁË ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ k - ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 × · · · × V_k −→ Hom(V^∗_1 , . . ., V^∗_k ; —)?

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÔÅÎÚÏÒÏŒ

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ —^n | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x^i)_16_i6_n (ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (e_i)). ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ —^n É —^m | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄŒÕÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (t^{ij} )_16_i6_{n;1}6_j6_m (ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_i ⊗e_j )). áÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ —^n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ M_n(—). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ —^n ⊗ —^m | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ĂÍÁÔÒÉÃĄ, ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÐÁÒÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ (i, j), ÇÄÅ 1 6 i 6 n É

1 6 j 6 m, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ Ó ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÈÎÉÍÉ (ÐÅÒŒÙÍÉ)

É ÄŒÕÍÑ ÎÉÖÎÉÍÉ (ŒÔÏÒÙÍÉ) ÉÎÄÅËÓÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ A = (a^i_k) É

B = (b^j_l ) (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ c^{ij}_{kl} = a^i_kb^j_l .

œÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ (v_i) Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÐÏ ÓÕÔÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ φ : —^{n ∼}−→ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v_i = φ(e_i). œÙÂÏÒ ÂÁÚÉ- ÓÏŒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É m-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊗ W Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄŒÕÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÎÁÂÏ- ÒÏŒ (t^{ij})_16_i6_{n;1}6_j6_m (ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ φ : —^{n ∼}−→ V É

ψ : —^{m ∼}−→ W | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ φ ⊗ ψ : —^n ⊗ —^{m ∼}−→ V ⊗ W ).

íÁÔÒÉÃÁ A ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (v_i) Ë ÂÁÚÉÓÕ (~v_i), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÕ ~φ : —^{n ∼}−→ V , | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ^{−1} ~φ : —^n −→ —^n (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ —^n −→ —^n ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÁ- ÔÒÉÃÁÍÉ n × n). ðÕÓÔØ A = (a^i_k) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (v_i) Ë ÂÁÚÉÓÕ (~v_i) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á B = (b^j_l ) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (w_j) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ψ : —^{m ∼}−→ W , Ë ÂÁÚÉÓÕ ( ~w_j), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ~ψ : —^{m ∼}−→ W . ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (t^{ij}) ÔÅÎÚÏÒÁ t Œ ÂÁÚÉÓÅ (v_i ⊗w_j ) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (~t^{ij}) Œ ÂÁÚÉÓÅ (~v_i ⊗ ~w_j) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ t^{ij} = ∑ k,l a^i_kb^j_l ~t^{kl}. (3) äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÔÅÎÚÏÒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ φ^{−1} ~φ : —^n −→ —^n É ψ^{−1} ~ψ : —^n −→ —^n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ×V ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÔÅÎÚÏÒ (ÜÌÅÍÅÎÔ W × V ) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ÎÁÂÏ- ÒÏÍ ÓŒÏÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (t^{ij}) (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3).

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É W ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ W = V ÉÌÉ W = V^∗ , ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÏŒ. ôÁË, ÅÓÌÉ A = (a^i_j) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ ÅÓÔØ ~v_j = ∑ i a^i_jv_i . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ~v^i = ∑ j b^i_jv^j , ÇÄÅ B = (b^i_j) = A^{−1} . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ V^{⊗p} ⊗ (V^∗)^{⊗q} = V ⊗ · · · ⊗ V p ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ q ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (t^{i1...ip}_{j1...jq} ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÔÁË: t^{i1...ip} j1...j_q = ∑ k1 ,...,kpl1 ,...,lq a^{i1}_{k1} . . . a^{ip}_{kp} b^{l1}_{j1} . . . b^{lq}_{jq} ~t^{k1...kp}_{l1 ...lq} . òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ

ðÕÓÔØ —| ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ F, Á V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ðÏÌÅ F ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

F ⊗ V . ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ λ ∈ F ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ F ⊗ V ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ —-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ λ ⊗ 1 (ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ λ Œ F É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ V ). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ F ⊗ V ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F. åÓÌÉ (v_1, . . . , v_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ (1 ⊗ v_1, . . . , 1 ⊗ v_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F ⊗ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏ-

ÌÅÍ R, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C ⊗ V ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆ-

ÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÅ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect—Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ VectF. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f : V −→ V ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÂÁÚÉÓÅ (v_i) ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 1⊗f : F⊗V −→ F⊗V ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÂÁÚÉÓÅ (1 ⊗ v_i) ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

HomF(F ⊗ V, F ⊗ W )^∼= F ⊗ Hom—(V, W ), (F ⊗—V ) ⊗F(F ⊗—W )^∼= F ⊗—(V ⊗—W ),

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ⊗—ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

ÎÁÄ —, Á ÞÅÒÅÚ ⊗F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ F.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, ÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓŒÏÄÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É Ô. Ð. Ë ÓÌÕÞÁÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ (É ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ).

áÌÇÅÂÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. áÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ A, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÌØÃÅŒÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÅ { ÏÂÝÅÅ É α(ab) = (αa)b = a(αb) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ A É α ∈ —.

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p . ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ —[x_1, . . . , x_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ëÏÌØÃÏ n × n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n^2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —.

ðÕÓÔØ (a_1, . . . , a_n) | ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_ia_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, j ∈ {1, . . ., n}. ðÏÓËÏÌØËÕ (a_1, . . . , a_n) | ÂÁÚÉÓ, ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÎÅÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ:

a_ia_j = n∑ k=1 c^k_{ij}a_k. üÌÅÍÅÎÔÙ c^k_{ij} ∈ —ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÎÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ | ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × A −→ A ÉÌÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ⊗ A −→ A. ðÏÌØÚÕÑÓØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hom(A ⊗ A, A)^∼−→ A^∗ ⊗ A^∗ ⊗ A, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ A^∗ ⊗A^∗ ⊗A (ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ | ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c^k_{ij} ÁÌÇÅ- ÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ? áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ?

ðÒÉÍÅÒ 8. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ÎÁÄ R Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (1, i, j, k), ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ-

ÓÑ ÔÁË: 1 · 1 = −i · i = −j · j = −k · k = 1; 1 · i = i · 1 = j · k = −k · j = i; 1 · j = j · 1 = k · i = −i · k = j; 1 · k = k · 1 = i · j = −j · i = k. áÌÇÅÂÒÁ H , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10), ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÏÂÒÁÔÉÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. áÌÇÅÂÒÁ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ h = a+bi+cj+dk ∈ H . ðÏÌÏÖÉÍ h = a−bi−cj−dk ∈

H . ôÏÇÄÁ hh = hh = a^2 + b^2 + c^2 + d^2 É ÅÓÌÉ h ≠ 0, ÔÏ h/(a^2 + b^2 + c^2 + d^2)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë h.

ðÕÓÔØ —| ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ F, É A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ F. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

(F ⊗—A) ⊗F(F ⊗—A)^∼= F ⊗—(A ⊗—A) É HomF(F ⊗—(A ⊗—A), F ⊗ A)^∼= F ⊗ Hom—(A ⊗—A, A)

ÎÕÖÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ 1 ∈ F. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F ⊗—A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ F ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ

áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕ- ÄÅÔ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÄÁÌÅÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÎÁ ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ŒÁÖÎÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ËÁË É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÅÍÕ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ —[x_1, . . . , x_n]

ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x_1, . . ., x_n), ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏ- ÒÙÍÉ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ~^•(ξ^1, . . . , ξ^n) ÐÏÒÏÖÄÅ- ÎÁ ÎÁÂÏÒÏÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ξ^1, . . ., ξ^n , ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

óÌÏŒÏ ĂÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ξ^i ∧ ξ^j = −ξ^j ∧ ξ^i ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i, j ∈ [1, n], Á ÔÁËÖÅ ξ^i ∧ ξ^i = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ [1, n] (ÇÄÅ [1, n] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n). ðÒÉ char —≠ 2 ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ. úÎÁË ∧ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

õÓÌÏŒÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉ- ÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅ | ÏÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ξ^{i1} ∧ · · ·∧ ξ^{ik} ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÅ- ÓÔÁÍÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

œÓÅ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÌØËÏ ÎÁŒÏÄÑÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÁÌÇÅÂÒÕ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ. äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ξ^1, . . . , ξ^n . çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÏÔ ξ^1, . . ., ξ^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ξ^{i1} ∧· · ·∧ξ^{ik} , ÇÄÅ 1 6 i_1 < i_2 < · · · < i_k 6 n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÏÊ ÍÏÎÏÍ ÞÅÒÅÚ ξ^I , ÇÄÅ I = {i^1, . . . , i^k}. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1, . . ., n}. ðÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ ÅÓÔØ 1. ðÏÌÏÖÉÍ ξ^{iσ(1)} ∧ · · · ∧ ξ^{iσ(k)} = ε(σ)ξ^{i1} ∧ · · · ∧ ξ^{ik} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÉ σ ∈ S_k (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ε(σ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ σ ). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ξ^{j1} ∧ · · · ∧ ξ^{jm} , ÇÄÅ ÓÒÅÄÉ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ (j_1, . . . , j_m) ÅÓÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ, ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ξ^I ∧ ξ^J ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ξ^I É ξ^J . ïÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁË ∧ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

ξ^I ∧ ξ^J = { 0, ÅÓÌÉ I ∩ J ≠ ?, (−1)^{c(I,J)}ξ^{I∪J} , ÅÓÌÉ I ∩ J = ?, ÇÄÅ c(I, J) = #{(i, j) ∈ I × J | i > j}. (úÎÁË # ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~^•(ξ^1, . . . , ξ^n), ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ ~^• , ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (ξ^I ), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ∑ I⊆[1,n] a_I ξ^I , ÇÄÅ a_I ∈ —. œŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ~^• . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10). éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 11 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ~^• ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ. ïÎÁ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ [1, n], ÔÏ ÅÓÔØ dim~^• = 2^n . îÁÚÏŒÅÍ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ ξ^{i1} ∧ · · · ∧ ξ^{ik} ÞÉÓÌÏ k . çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^k ⊆ ~^• . ñÓÎÏ, ÞÔÏ dim~^k = (_n k ) É ~^• =^n ⨁ k=0 ~^k . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ α, β ∈ ~^1 , ÔÏ ÅÓÔØ α =^n ∑ i=1 a_iξ^i É β =^n ∑ i=1 b_iξ^i . ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ

ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, α ∧ α = 0 É α ∧ β = −β ∧ α. üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ζ ∈ ~^p É η ∈ ~^q , ÔÏ ζ ∧ η = (−1)^{pq} η ∧ ζ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det A ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a^i_j) ∈ M_n(—) ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ ξ^1 ∧ · · · ∧ ξ^n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ n ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (^n∑ j=1 a^1_j ξ^j ) ∧ (^n∑ j=1 a^2_j ξ^j ) ∧ · · · ∧ (^n∑ j=1 a^n_j ξ^j ) = (det A)ξ^1 ∧ · · · ∧ ξ^n.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ m < n ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÂÕÄÕÔ ÍÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ŒÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÙ

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏÌÏÖÉÍ

T (V ) = ∞⨁ r=0 V^{⊗r}. 14 íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ V^{⊗0} = —; ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ | ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏŒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^{⊗r1} ×V^{⊗r2} −→ V^{⊗(r1 +r2 )} Œ ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T (V ) × T (V ) −→ T (V ), ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T (V ) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ⊗ .

ðÕÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ŒÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ (v_i). âÁÚÉÓ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ: e_{i1} ⊗

· · · ⊗ e_{ik} (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÞÉ-

ÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ T (V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_n | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : T (V ) −→ A, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ φ(e_{i1} ⊗· · ·⊗ e_{ik} ) = a_{i1} . . . a_{ik} , ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1, . . ., a_n . ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ T (V ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÌÀÂÕÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T (V ) −→ A, ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÅÇÏ ÅÄÉÎÉÃÕ ÁÌÇÅÂÒÙ T (V ) Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ÁÌÇÅÂÒÙ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒ- ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ T (V ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ v⊗w−w⊗v , ÇÄÅ v, w ∈ V . ðÏÌÏÖÉÍ S(V ) = T (V )/I . üÔÁ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ·. ïÂÒÁÚ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ V^{⊗r} ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ T (V ) −→ S(V ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S^r (V ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ S(V ) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ S(V ) ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á τ : V −→ K | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ τ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T (V ) Œ K . ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ K ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÔÅÎÚÏÒÙ ŒÉÄÁ v ⊗ w − w ⊗ v (Á ÚÎÁÞÉÔ É ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÍÉ ÉÄÅÁÌ) ÌÅÖÁÔ Œ ÑÄÒÅ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÏÜÔÏÍÕ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÌÀÂÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ S(V ) −→ K , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÅÄÉÎÉÃÕ ÁÌÇÅÂÒÙ S(V ) Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ÁÌÇÅÂÒÙ K . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÅ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÕÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ŒÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ (v_1, . . ., v_n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ —[x_1, . . . , x_n]. œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ S(V ) −→ —[x_1, . . . , x_n], ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ v_i ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÔ Œ x_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÍÙ x^{k1}_1 . . . x^{kn}_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÏ ÍÏÎÏÍÙ v^{k1}_1 . . . v^{kn}_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ S(V ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ S(V ) É ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. îÁÊÄÉÔÅ dim S^r (V ), ÅÓÌÉ dim V = n.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ T (V ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ v ⊗ v , ÇÄÅ v ∈ V . ðÏÌÏÖÉÍ ~(V ) = T (V )/J . üÔÁ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ∧. ïÂÒÁÚ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ V^{⊗r} ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ T (V ) −→ ~(V ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ~^r(V ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~(V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

œÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÁËÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÓÓÍÁÎÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ó n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ë ËÏÌØÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. îÁÊÄÉÔÅ dim~^r (V ) É dim~(V ), ÅÓÌÉ dim V = n.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ

ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^{⊗r} Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ r -ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ (V^∗)^r . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ST^r (V ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÉÚ V^{⊗r} , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÍÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ), Á ÞÅÒÅÚ ~T^r(V ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ (V )^{⊗r} , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÝÁ- ÀÝÉÍÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÅÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ST^r (V^∗) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÕ S^r (V )^∗ , Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~T^r(V^∗) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ~^r(V )^∗ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (V^∗)^{⊗r} ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ V^{⊗r} . ñÄÒÏ I^r ÐÒÏÅËÃÉÉ V^{⊗r} −→ S^r (V ) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ŒÉÄÁ v_1 ⊗ · · · ⊗ (v_s ⊗ v_{s+1} − v_{s+1} ⊗ v_s) ⊗ · · · ⊗ v_r . åÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Œ (V^∗)^{⊗r} | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ r -ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÈÓÑ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S^r (V )^∗ = (V^{⊗r}/I^r ) ≃ (I^r )^⊥ = ST^r (V^∗). ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ, ÑÓÎÏ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

éÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^n(V^∗) ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^n(V^∗), ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ n ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V , ÚÁÄÁÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ. (äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ ÏÂSS- ÅÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÅÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ST (V ) = ⨁_∞ r=0 ST^r (V ). œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÕÓÔØ t_1 ∈ ST^{r1} (V ), t_2 ∈ ST^{r2} (V ), r = r_1 + r_2 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_r ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ S_{r1 ,r2} , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË σ ∈ S_r ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ σ(i) 6 r_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i 6 r_1 . œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ α ∈ S_r /S_{r1 ,r2} ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ σ_α . ðÏÌÏÖÉÍ

t_1 · t_2 = ∑ α∈S_r /S_r1_{,r}2 σ_α(t_1 ⊗ t_2).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ σ_α , É ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ~T (V ) = ⨁_∞ r=0 ~T^r(V ). äÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ t_1 ∈ ~T^{r1} (V ) É t_2 ∈ ~T^{r2} (V ) ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

t_1 ∧ t_2 = ∑ α∈S_r /S_r1_{,r}2 ε(σ_α) · σ_α(t_1 ⊗ t_2)

(ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ~T (V ) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ∧, ËÁË É Œ ~(V ); ÞÅÒÅÚ ε(σ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ σ ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ~T (V ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ t_1 ∧t_2 = (−1)^{r1 r2} t_2 ∧ t_1 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ST (V ) É ~T (V ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ S(V ) É ~(V ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ π_e : S(V ) −→ ST (V ) É π_o : ~(V ) −→ ~T (V ), ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π_o ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ —, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π_e ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ —ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.

äÌÑ v ∈ V É k = 0, 1, . . . ÐÏÌÏÖÉÍ v^{(k)} = v ⊗ · · · ⊗ v k . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19. ðÕÓÔØ (v_1, . . ., v_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÙ ŒÉÄÁ v^{(k)}_i , ÇÄÅ i = 1, . . . , n É k = 0, 1, . . . , ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ST (V ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ char —= 0, ÔÏ v^{(k)} = v^k k! . üÌÅÍÅÎÔ v^{(k)} ∈ ST^k(V ) ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ k -ÏÊ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v , Á ÁÌÇÅÂÒÕ ST (V ) | ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. k -ÕÀ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ S^{(k)}(V )

óŒčÒÔËÁ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T^p_q (V ) ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V ⊗ · · · ⊗ V p ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ q . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × · · · × V p × V^∗ × · · · × V^∗ q −→ T^{p−1}_{q−1} , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ (v_1, . . . , v_p, ξ_1, . . . , ξ_q) → ξ_1(v_1) · (v_2 ⊗ · · · ⊗ v_p ⊗ ξ_2 ⊗ · · · ⊗ ξ_q). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ c_{11} : T^p_q (V ) −→ T^{p−1}_{q−1} , ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÓŒčÒÔËÏÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏ- ÍÕ ŒÅÒÈÎÅÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒčÒÔËÁ c_{ab} ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ÉÚ ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÓŒčÒÔËÁ c_{a1,...,ak;b1,...,bk} ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ É ÔÁËÏÍÕ ÖÅ ÞÉÓÌÕ ÎÉÖÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ.

œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓŒčÒÔËÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: (c_{11}t)^{i1,...,ip−1} j1,...,j_{q−}1 = n∑ i=1 t^{i,i1,...,ip−1} i,j1,...,j_{q−}1 , (4) ÇÄÅ n = dim V .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓŒÅÒÔËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

c_{11} : (—^n)^{⊗p} ⊗ ((—^n)^∗)^{⊗q} −→ (—^n)^{⊗p−1} ⊗ ((—^n)^∗)^{⊗q−1},

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4), ÑŒÌÑÅÔÓÑ GL_n -ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÎÙÍ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ GL_n (ÓÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ É ÓŒÑÚÁÎÎÏ- ÇÏ Ó ÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ ĂëÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÔÅÎÚÏÒÏŒĄ). ïÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÉ ŒÓÅÈ GL_n -ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ (—^n)^{⊗p} ⊗ ((—^n)^∗)^{⊗q} . ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÓŒčÒÔÏË, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ GL_n -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ δ^i_j . ñ ÎÁÄÅÀÓØ ÅÝÅ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÌÅËÃÉÊ.

äÌÑ ξ ∈ V^∗ É t ∈ V^{⊗r} ÐÏÌÏÖÉÍ i_ξ(t) = c_{11}(t⊗ξ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i_ξ : V^{⊗r} −→ V^{⊗r−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ξ .

œÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ξ ∈ V^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ST^r (V ) É ~T^r(V ) Œ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ST^{r−1}(V ) É ~T^{r−1}(V ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ

ξ ∈ V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ST (V ) É ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ~T (V ), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t_1, t_2 ∈ ST (V ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ i_ξ(t_1 · t_2) = i_ξ (t_1) · t_2 + t_1 · i_ξ (t_2),

Á ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t_1 ∈ ~T^{r1} (V ) É t_2 ∈ ~T^{r2} (V ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

i_ξ (t_1 ∧ t_2) = i_ξ(t_1) ∧ t_2 + (−1)^{r1} t_1 ∧ i_ξ (t_2).