ìÉÓÔÏË 1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ œÓÀÄÕ k - ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÉÄÅÁÌÁ. ìÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A = = k[T_1, · · · , T_n] ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÁË ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ k ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ I ÉÄÅÁÌ Œ k[T_1, · · · , T_n], ÔÏ V(I) - ÎÕÌÉ (Nullstelle ÎÅÍ.) ÉÄÅÁÌÁ, Ô.Å. V(I) = {x ∈ k^n|∀f ∈ I f(x) = 0}. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊆ A^n I(X) = {f ∈ A|∀x ∈ X f(x) = 0}. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

2. Á) åÓÌÉ X - ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ V(I(X)) = X Â) V(I) ∩ V(J) = V(I + J), V(I) ∪ V(J) = V(I ∩ J) = V(IJ) Œ) I(X ∩ Y ) ⊇ I(X) + I(Y ), ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ òÁÄÉËÁÌÏÍ ÉÄÅÁÌÁ J ◁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ √ J = {f ∈ A|∃n : f^n ∈ I}. åÓÌÉ √ J = J, ÔÏ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ.

3. òÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ - ÉÄÅÁÌ. I(X) - ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ. Nullstellensatz (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ). I(V(J)) = √ J. 4. ëÁËÏŒÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ? 5. äÌÑ f ∈ A, ËÏÇÄÁ I(V(f)) = (f)?

6. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ I(X), ÅÓÌÉ X: Á) ÐÁÒÁ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Â) OX ∪ OY ⊆ A^n. 7. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ I(Y ) ËÒÉŒÏÊ Y = {(t^3, t^4, t^5)|t ∈ k} ⊆ A^3. 8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (X_1 − f_1, · · · , X_m − f_m) ◁ k[T_1, · · · , T_n, X_1, · · · , X_m] ÒÁÄÉËÁÌÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f_1, · · · , f_m ∈ A.

9. ðÕÓÔØ X - ËÒÉŒÁÑ Œ A^2, B ∈ X. äÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë X Œ B Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X k[X] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X, Ô.Å., k[X] = A/I(X).

10. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ∈ k[X] ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ X.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ k[X] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B - ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k ÂÅÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÌÏÖÅÎÉÑ X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ B.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ φ : x → φ_x : φ_x(f) = f(x) - ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ X É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Spec(k[X]) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ k[X] Œ ÐÏÌÅ.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ J, É ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ √ J. 15. îÁÊÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ V(J) É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ J = (y^2 − xz, z^2 − y^3). òÁÄÉËÁÌÅÎ ÌÉ ÉÄÅÁÌ J?