ìÉÓÔÏË 8. ïÒÂÉÔÙ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÒÂÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ.

1. äÏËÁÚÁÔØ: dim Gx = dim G − dim G_x.

2. åÓÌÉ G - ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ òÅÊÎÏÌØÄÓÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË: f^♮ = |G|^{−1} P_{g∈G} gf.

ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÈ. ðÕÓÔØ ÒÅÄÕËÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ

k[X]^G ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁÄ k. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: X//G - ÓÐÅËÔÒ Spec k[X]^G (Ô.Å. k[X//G] = k[X]^G) - ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G : X.

3. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 2 ÄÏËÁÚÁÔØ: X//G ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÒÂÉÔ. 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ GL_n : gl_n ∋ ξ. Á) ξ_s ∈ Gξ, ÇÄÅ ξ = ξ_s + ξ_n - ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ öÏÒÄÁÎÁ Â) (Gξ = Gξ) ⇔ (ξ - ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ) 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ SL_n ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ n ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ k^n. Á) SL_n(v_1, · · · , v_n) ÚÁÍËÎÕÔÁ ⇔ ŒÅËÔÏÒÙ v_1, · · · , v_n ÌÉÎÅÊÎÏ-ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Â) ÏÐÉÓÁÔØ ÏÒÂÉÔÙ É ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÒÂÉÔ ÄÌÑ SL_3 : 3k^3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÒÁ T : V . ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ v = v_{χ1} + · · · + v_χm ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÇÒÕÐÐÙ T ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ. ðÏÌÏ- ÖÉÍ X = T v ⊆ V . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ´ = Z_+ χ_1 + · · ·Z_+ χ_m É ËÏÎÕÓ C = Q_+ χ_1 + · · ·Q_+ χ_m.

6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T → X, t → tv ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ T -ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ: k[X] ∼= L kt^{−χ}, χ ∈ ´. 7. I ÑŒÌÑÅÔÓÑ T -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ k[X] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ I = L kt^{−χ}, χ ∈ ´_I , ÇÄÅ ´_I ⊆ ´ - ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (α + β ∈ ´_I ) ⇔ (α ∈ ´_I ÉÌÉ β ∈ ´_I).

8. ïÒÂÉÔÙ Œ X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÇÒÁ- ÎÑÍÉ ËÏÎÕÓÁ C, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÇÒÁÎÉ F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÒÂÉÔÁ O_F ŒÅËÔÏÒÁ P_{vχi, χi ∈ F , ÐÒÉÞÅÍ OF1 ⊆ OF2 ⇔ F1 ⊆ F2.} 9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ T v. 10. ëÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÚÁÍËÎÕÔÁ.

ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, Y ⊆ X - ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÏÌÏ- ÖÉÍ Z(Y ) = {g ∈ G|Y ⊆ X^g }, N (Y ) = {g ∈ G|gY = Y }; Z(Y ) - ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ N (Y ), ÐÏÌÏÖÉÍ W (Y ) = N (Y )/Z(Y ). åÓÌÉ Res : k[X] → k[Y ] - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ Res(k[X]^G) ⊆ k[Y ]^{W (Y )}.

11. åÓÌÉ GY = X É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ f_1, · · · , f_n ∈ k[X]^G, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Res(f_1 ),

· · · , Res(f_n) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ k[Y ]^{W (Y )}, ÔÏ f_1, · · · , f_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ k[X]^G.

12. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÚÁÄÁÞÕ 11 Ë ÓÌÕÞÁÀ (G, X) = (GL_n, gl_n), Y - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ k[X]^G ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

13. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÚÁÄÁÞÕ 11, ÏÐÉÓÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ: Á) G = SL_n, X - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Â) G = SL_n, X = nk^n Œ) G = O_n, X = k^n.

ðÕÓÔØ H - ÒÅÄÕËÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. 14. äÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ H : G ÌÅŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ G//H ∼= G/H. 15. ðÕÓÔØ H ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

X = G∗_H F ËÁÔÅÇÏÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ H : G×F, h(g, f) = (gh^{−1}, hf).

Á) g(g^′, f) = (gg^′, f) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G : X, Á (g, f) → gH - ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → G/H

Â) ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ φ : X → G/H - G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ φ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ G-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ∼= G ∗_H F , ÇÄÅ F = φ^{−1}(eH) Œ) X//G ∼= F//H.