œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 17 ÆÅŒÒÁÌÑ 1999 ÇÏÄÁ

ðÕÓÔØ x^0 = (x^0_1, · · · , x^0_n) ∈ R^n | ÔÏÞËÁ n−ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, —a(a_1, · · · , a_n) | ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÊ Ë ÔÏÞËÅ x^0, Á f(x) | ÆÕÎËÃÉÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x^0. ôÏÇÄÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5 ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ) ∂f ∂—a (x^0) = n∑ i=1 a_i ∂f ∂x_i (x^0).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B(x^0, r) ⊂ R^n ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ x^0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ ÔÏÞËÅ x^0 ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x^0 ÆÕÎËÃÉÉ f ÞÉÓÌÏ D(f) ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ f, g ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ)

D(fg) = f(x^0)D(g) + D(f)g(x^0).

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ —a(a_1, · · · , a_n), ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ x^0, ∂ ∂—a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ ÔÏÞËÅ x^0.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D ÎÁ C1(B(x^0, r)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ —a, Ô.Å. D(f) = ∂f ∂—a (x^0).

õËÁÚÁÎÉÅ. (ìÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ) ðÕÓÔØ f ∈ C1(B(0, r)) É f(0) = 0. äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ g_i ∈ C1(B(0, r)), i = 1, . . . , n, ÞÔÏ f(x) = ∑_n i=1 x_ig_i(x), ÐÒÉÞÅÍ g_i(0) = ∂f ∂x_i (0).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ —a, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë ÔÏÞËÅ x^0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë R^n Œ ÔÏÞËÅ x^0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_x0R^n. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ df(x^0) ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x^0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ df : T_x0 R^n → R, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ df(x^0)—a = n∑ i=1 a_i ∂f ∂x_i (x^0).

3. îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ dx_1, dx_1x_2, d(x^2_1 + x^2) ÎÁ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

- 6

6

   � @@R

0 1 2 3 1 2

x_1 x_2

ξ_1 ξ_2 ξ_3 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ T_x0 R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ x^0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T �_x0R^n.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ dx_1, . . . , dx_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. (ïÔŒÅÔ: df = ∂f ∂x_1 dx_1 + · · · + ∂f ∂x_n dx_n). 5. ðÕÓÔØ γ | ÌÉÎÉÑ ÕÒÏŒÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x, y), ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x_0, y_0). îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë γ Œ ÔÏÞËÅ (x_0, y_0) Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ df.

åÓÌÉ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_x0 R^n ÚÁÄÁÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ df ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ T_x0 R^n, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ gradf: gradf · a = df(a). 6. ëÁË ŒÅËÔÏÒ gradf ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ γ?

7. ðÕÓÔØ γ(t) | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ γ(t_0) = (x_0, y_0), Á _γ(t_0) = (a, b) | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë γ(t) Œ ÔÏÞËÅ t_0 ( _γ(t_0) ∈ T_{(x0,y0)}R^2). ðÕÓÔØ f(x, y) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ d dt f(γ(t)) | | t=t0 = df(x_0, y_0) ( _γ(t_0) ) . 8. ðÕÓÔØ f = f(r), ÇÄÅ r = √ x^2 + y^2. œÙÞÉÓÌÉÔØ df, y ∂f ∂x − x ∂f ∂y , ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂x^2 )f. 9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u = f(x, y) ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ x ∂u ∂x + y ∂u ∂y = nu, ÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏÒÑÄËÁ n (Ô.Å. f(tx, ty) = t^nf(x, y)).