œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 24 ÆÅŒÒÁÌÑ 1999 ÇÏÄÁ 1. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ x^2 + y^2 = a; xy = b? 2. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

(a) f : R^{2n} → R, f(a, b) = a · b, a, b ∈ R^n (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ);

(b) f : R^{n2} → R, f(A) = trA; (c) f : R^{n2} → R, f(A) = det A;

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÔÏ ÅÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ: ∂^2f ∂x∂y = ∂^2f ∂y∂x . 3. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∂^2f ∂x∂y ≠ ∂^2f ∂y∂x . óÉÍŒÏÌ α := (α_1, . . . , α_n), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: |α| = α_1 + · · · + α_n; α! = α_1! . . . α_n!; a^α = a^{α1} . . . a^{αn} ÄÌÑ a = (a_1, . . . , a_n); D^αf(x) = ∂^{|α|}f ∂x^{α1}_1 . . . ∂x^{αn}_n (x) ÄÌÑ f = f(x_1, . . . , x_n).

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k ∈ N, ÔÏ

(a_1 + · · · + a_n)^k = X |α|=k k! α! a^α.

5. æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊ- ÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ f(x+´x) = mX_{|α|=0} 1_{α!Dαf(x)´xα+} X_{|α|=m+1} 1_{α!Dαf(x+ξ´x)´xα, ξ ∈ [0, 1].} 6. œÙÞÉÓÌÉÔØ ∂^{50}f ∂x^{24}∂y^{26}

(0, 0) ÄÌÑ f = sin(x^2 + y^2).

7. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÉŒÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:

æ_{x = sin2 ty = cos2 t} æ_{x = t2y = t3} æ_{x = t3y = t5} æ_{x = e±t cos ty = et sin t} æ_{x = t − sin ty = cos t} æ_{x = cos3 ty = sin3 t} æ_{x = 2t3 − 3ty = t4 − t2}

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 3 ÍÁÒÔÁ 1999 ÇÏÄÁ

ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

F ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ (x_0, y_0) É ÐÕÓÔØ F (x_0, y_0) = 0, ∂F ∂y (x_0, y_0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ φ(x), ÚÁÄÁÎ- ÎÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ F (x, φ(x)) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎËÃÉÑ φ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

φ^′(x_0) = − ∂F ∂x (x_0, y_0) ∂F ∂y (x_0, y_0) .

1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ: ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÐÒÉÞÅÍ f^′(x_0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ f ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏË- ÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ y_0 = f(x_0), Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f^{−1}(y) (f^{−1}(f(x)) ≡ x). ïÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f^{−1′}(y_0) = 1/f^′(x_0).

2. ðÕÓÔØ y = y(x) | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, y(x_0) = 0. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ x = x(y) = x_0 + Ay + By^2 + o(y^2) ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ y.

3. æÕÎËÃÉÑ y = φ(x) ÚÁÄÁÎÁ ÎÅÑŒÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x, y) = 0.

(a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ É φ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.

(b) œÙÒÁÚÉÔÅ φ^{′′} ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F .

4. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÉŒÙÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ, ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÙÅ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ y(x) É x(y) Œ ÔÏÞËÅ (x_0, y_0).

(a) x^2 + xy + y^2 = 1; (x_0, y_0) = (0, 1);

(b) x^3 + y^3 = 2xy, x^4 + y^4 = 2xy; (x_0, y_0) = (0, 0), (1, 1); (c) (x^2 − y^2)^2 + x^2 + y^2 = 100; Ç) (x^2 − y)^3 + x^2 + y^2 = 100.