œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 10 ÍÁÒÔÁ 1999 ÇÏÄÁ

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉŒÙÅ

(a) x^4 + y^4 = x^2y (b)

æ_{x = sin 3t}

y = sin 5t .

2. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ z = ln(x^2 + y^2) Œ ÔÏÞËÅ M(x_0, y_0) Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ Ë ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ u = u(x, y) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

∂^2u ∂x^2 − ∂^2u ∂y^2 = 0 É ÕÓÌÏŒÉÑÍ u(x, 2x) = x; u^′_x(x, 2x) = x^2. îÁÊÔÉ u^{′′}_{xx}(x, 2x); u^{′′}_{xy}(x, 2x); u^{′′}_{yy}(x, 2x).

úÁÎÑÔÉÅ ôÅÏÒÅÍÁ (ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). ðÕÓÔØ M | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : M → M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ρ(Ax, Ay) 6 αρ(x, y) ∀x, y Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ α < 1. ôÏÇÄÁ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ x (Ax = x). 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ρ(A^kx_0, x) 6 s α^k 1 − α , ÇÄÅ s = ρ(Ax_0, x_0).

2. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : M → M ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ρ(Ax, Ay) < ρ(x, y) ∀x, y. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ?

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x = x^3 + 0.001 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ.

îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÅ 5{10 ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ

æ_{x = (x2 + y2)/100}

y = (xy^2 + 0.1)/100

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10^{−10}.

5. ëÁË ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 2, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ? çÏÄÉÔÓÑ ÌÉ x = 2 x ? 6. òÅÛÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − ax + b = 0, ÅÇÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÌÉ Œ ŒÉÄÅ x = a − b x . ðÒÉ ËÁËÉÈ a, b, x_0 ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ? ë ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÏÒÎÅÊ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ)?

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ x_0, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÐÉÓÁÌÉ Œ ŒÉÄÅ x^2 + cx = (c + a)x − b É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÌÉ Ë x = (c + a)x − b x + c . ëÁË ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ c?

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (a) ÏÔÒÅÚËÁ [0, 1], (b) ÄÉÓËÁ D^2 Œ ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_n = 1 5 (x_{n+1} + x_{n−1}) + 1 1 + n^2

; n ∈ Z ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ.

9. ðÕÓÔØ φ_0(x) = x + sin x, φ_1(x) = φ_0(φ_0(x)), . . . , φ_n(x) = φ_0(φ_{n−1}(x)).

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï lim_{n→∞} φ_n(x)?