ðØÅÒ ëÁÒÔØÅ

úÎÁÞÅÎÉÑ ı-ÆÕÎËÃÉÉ

1. úÎÁÞÅÎÉÑ ı-ÆÕÎËÃÉÉ

ìÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÅÊ:

1. úÎÁÞÅÎÉÑ ı-ÆÕÎËÃÉÉ.

2. ðÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

3. ïÂÏÂÝÅÎÉÑ ÐÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ı-ÆÕÎËÃÉÉ (M ZV -ÞÉÓÌÁ).

4. çÉÐÏÔÅÚÙ Ï ÐÒÉÒÏÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ.

îÁÞÁÌÏ ÂÕÄÅÔ ÏÞÅÎØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ. ñ ÎÁÞÎÕ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÒÑ-

ÄÁ^∞ ∑ n=1 1 n^2

. œ 1739 Ç. üÊÌÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÁ ß^2 6 . óÎÁÞÁÌÁ ÏÎ ÐÒÏŒÅÌ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÕÍÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÕÇÁÄÁÌ ÏÔŒÅÔ. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÍÅÄÌÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ üÊÌÅÒÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ.

üÊÌÅÒ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ĂÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏĄ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÐÏ- ŒÔÏÒÀ Œ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÏŒÁÈ. ðÕÓÔØ P (x) = c_N x^N + c_{N−1}x^{N−1} + : : : + c_0 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ N , ¸_1; : : : ; ¸_N | ÅÇÏ ËÏÒÎÉ. ôÏÇÄÁ ¸_1 : : : ¸_N = (−1)^N c^0c_N

É^N ∑ i=1 ¸_1 : : : ^¸_i : : : ¸_N = (−1)^{N−1} c^1 cN . éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ N∑ i=1 1 ¸i = − c1 c0 . ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ðØÅÒ ëÁÒÔØÅ (Pierre Cartier), ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ IHES (æÒÁÎÃÉÑ). 60

Ó ËÏÒÎÑÍÉ 1¸_i . íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ∑ i¡j 1 ¸i¸j = c2 c0 . ðÏÜÔÏÍÕ,

ÅÓÌÉ c_1 = 0, ÔÏ^N ∑ i=1 1 ¸^2_i

= −2 c^2 c0 . üÊÌÅÒ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÚÎÁÌ ŒÓÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ĂÐÏÌÉÎÏÍĄ Ó ËÏÒÎÑÍÉ 1, 2, 3, : : : ôÏÇÄÁ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ^∞ ∑ n=1 1 n^2

. üÊÌÅÒÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÓÍÕÝÁ- ÌÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ĂÐÏÌÉÎÏÍĄ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÒÎÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ sin ßx ßx = s(x). ëÏÒÎÉ ĂÐÏÌÉÎÏÍÁĄ s(x) | ÜÔÏ ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ sin ßx = 0, x ≠ 0. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ | ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖ- ÎÏ. îÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÄŒÏÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ^∞ ∑ n=1 1 n^2 . òÑÄ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ

s(x) = 1 − ß^2 6 x^2 + : : : ;

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, c_0 = 1, c_1 = 0 É c_2 = ß^26 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, 2^∞ ∑ n=1 1 n^2

= −2 c^2c_0 ,

Á ÚÎÁÞÉÔ,^∞ ∑ n=1 1 n^2

= − c^2 c0 = ß^2 6 . òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ e^{x2} , ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÂÓÕÒÄÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ôÏÌØËÏ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ (1860) É áÄÁÍÁÒ (1895) Œ ÜÔÏÍ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉÓØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÀ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. åÓÌÉ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÒÏÓÔ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.

òÉÓ. 1. ðÉÌÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

åÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÇÞÅ ŒÙÒÁÚÉÔØ Œ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ. òÑÄÙ æÕÒØÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÌÉÛØ Œ XIX Œ., ÎÏ É Œ XVIII Œ. ÉÍÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÐÅÛÎÏ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÉÌÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ(x) (ÒÉÓ. 1). ïÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ É Œ(x) =

1 2 −x ÐÒÉ x ∈ (0; 1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

∫_1 0 Œ(x) dx = 0. åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

æÕÒØÅ c_n =

∫_1 0 Œ(x)e^{−2ßinx} dx = 12ßin , ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

Œ(x) = ∑ n c_ne^{2ßinx} = ∑ n≠0

e^{2ßinx} 2ßn :

ôÅÏÒÅÍÁ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ

∫_1 0 |Œ(x)|^2 dx = ∑ n≠0

|c_n|^2 = 1 2ß^2 ∞∑ n=1 1 n^2 :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∫_1 0 |Œ(x)|^2 dx =

∫_1 0 | | | 1 2 − x | | |^2 dx = 1 12 :

üÔÏ ÕÖÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ŒÙÞÅÔÏŒ ëÏÛÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÏ- ÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ 1 x^2(e^{2ßix} − 1)

. œ ÔÏÞËÅ x = 0 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ

ÐÏÒÑÄËÁ 3, Á Œ ÔÏÞËÁÈ x = n ≠ 0 ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ ÐÏÒÑÄËÁ 1. ðÒÉ- ÍÅÎÉŒ Ë ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÙÞÅÔÏŒ ëÏÛÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

üÊÌÅÒ ÓÄÅÌÁÌ ÂÏÌØÛÅÅ: ÏÎ ŒÙÞÉÓÌÉÌ ÓÕÍÍÙ 1 + 2 + 3 + : : : É 1^2+ 2^2+ +3^2 +: : : ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÐÏŒÔÏÒÑÔØ ÜÔÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ñ ÎÁÚÙŒÁÀ ĂÍÁÔÅÍÁÇÉÅÊĄ. üÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÏÂÏ- ÇÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ É ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ. œ ÎÁÛÅ ŒÒÅÍÑ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó ÆÅÊÎÍÁÎÏŒÓËÉÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÐÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ. éÈ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔ, ÎÏ ÎÉ- ËÁËÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÅÔ. œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ æÅÊÎÍÁÎÁ ÐÏÈÏ- ÖÉ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ. ïÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÏËÁ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ, ÎÏ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÕ- ÞÁÔ ÅÇÏ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ŒŒÅÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ òÉÍÁÎÁ ı(s) =^∞ ∑ n=1 1 n^s .

úÄÅÓØ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ s ∈ C É Re s ¿ 1; Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ ÁÂ- ÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. íÙ ÕÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÌÉ, ÞÔÏ ı(2) = ß^2=6. ïÂÁ ÍÅÔÏÄÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ) ÐÏ- ÚŒÏÌÑÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ı(4) É ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ı(4) = ß^4=90.

úÄÅÓØ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ ÄÁÖÅ ÐÒÏÝÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ı(2k) = ß^{2k}r, ÇÄÅ r | ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ ÍÅÔÏÄ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁÅÔ Œ ÓÌÕÞÁÅ ı(3), ı(5), : : : åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÏÂ ÜÔÉÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÔÁË ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ı(3) ∉ Q (ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ı(3)). éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ı(3) ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ áÐÅÒÉ (R. Ap«ery) Œ 1978 Ç. úÁÔÅÍ Don Zagier É H. Cohen ÕÐÒÏÓÔÉÌÉ É ÐÒÏÑÓÎÉÌÉ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ áÐÅÒÉ, É Œ ÁŒÇÕÓÔÅ 1978 Ç. Cohen ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ áÐÅÒÉ ÎÁ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ Œ èÅÌØÓÉÎËÉ.

1.1. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ı(s).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÀ `(s) = ∫_∞ 0 e^{−x}x^{s−1} dx; ÚÄÅÓØ Re s ¿ 0. óÄÅ-

ÌÁŒ ÚÁÍÅÎÕ x = n¸, ÐÏÌÕÞÉÍ

n^{−s} = 1 �(s) ∫_∞ 0 e^{−n¸}¸^{s−1} d¸; n = 1; 2; : : :

åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ^∞ ∑ n=1 n^{−s}, ÔÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ- ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

ı(s) = ∞∑ n=1 n^{−s} = 1�(s) ∫_∞ 0 x^{s−1} e^x − 1 dx: (1)

éÚŒÅÓÔÅÎ ÍÅÔÏÄ áÄÁÍÁÒÁ, ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÊ Œ ËÎÉÇÅ é.í.çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ É ç. å. ûÉÌÏŒÁ ĂïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ

Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÉÄÁ ˘(s) = ∫_∞ 0 F (x)x^{s−1} dx, ÇÄÅ

ÆÕÎËÃÉÑ F ËÌÁÓÓÁ C^∞, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ ÄÁÖÅ Œ ÎÕÌÅ É ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ x → ∞ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. F (x) = e^{−x}.

æÕÎËÃÉÑ ˘ = ˘_F ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ C ËÁË ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÀÓÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ 0, −1, −2, : : : üÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÅ ˘_F (s), ˘_F ′ (s) É ˘_F (s − 1); ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ `(s). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ ˘(s)=`(s)

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÏŒ. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ (1). ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Œ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÍ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ F (x) = 1e_x − 1 ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ Œ ÎÕÌÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÊ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÑ. îÕÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÏÖÉÔØ F (x) = xe_x − 1 É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ x^{s−1} = x · x^{s−2}. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

`(s)ı(s) = ∫_∞ 0 x e^x − 1 x s−2 dx:

íÙ ÓÄŒÉÎÕÌÉ ÐÏÌÀÓÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ: ÐÏÌÀÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ `(s) ı(s) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ 1, 0, −1, −2, : : : ðÏÌÀÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ `(s) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ 0, −1, −2, : : : ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ ı(s) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÌÀÓ Œ ÔÏÞËÅ 1.

ïÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÊ: ( � � ) (−k) = F^{(k)}(0). ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ

ŒÙÒÁÚÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x^{s−1} �(s) | |_{s=−k}= ffi^{(k)}(x), ÇÄÅ ffi^{(k)} | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄ- ËÁ k ÆÕÎËÃÉÉ äÉÒÁËÁ. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÁ Œ ÕÐÏÍÑÎÕ- ÔÏÊ ËÎÉÇÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ É ûÉÌÏŒÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ı(s). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

−kı(1 − k) = d^k dx^k ( x e^x − 1 )| |_{x=0} ; (2)

ÚÄÅÓØ ÍÙ ÕÞÉÔÙŒÁÅÍ ÓÄÅÌÁÎÎÙÊ ÒÁÎÅÅ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.

œŒÅÄÅÍ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ B_k, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ x e^x − 1 = ∞∑ k=0 B_k x^k k! : éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ı(1 − k) = −B_k=k; k = 1; 2; 3; : : :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ı(0) = −B_1 = 1=2, ı(−1) = −B_2=2 = −1=12 É ı(−2) = 0. ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ı(−1) = 1+2+3+: : : É ı(−2) = 1^2+2^2+3^2+: : : üÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÅ ÓÕÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ.

ôÅÐÅÒØ ÅÝÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÇÉÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÍ B_k = B^k = B × : : : × B É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ e^{Bx}. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ xe_x − 1 = e^{Bx} ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = = (e^x −1)e^{Bx} = e^{(B+1)x} −e^{Bx}. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ n ≠ 1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (B + 1)^n = B^n. îÁÐÒÉÍÅÒ,

0 = (B + 1)^2 − B^2 = 2B^1 + B^0 = 2B_1 + B_0:

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ B_0 = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ B_1 = −1=2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ 3B_2 + 3B_1 + B_0 = 0 É ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ B_2 É Ô. Ä.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ- ÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ B. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ev : C [B] → C ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ev(B^k ) = B_k; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ev ÚÁÄÁÎÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔÉ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ev ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ B É x Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Œ ÎÕÖÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ev. üÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ âÕÒÂÁËÉ ÐÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ; Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÇÌÁŒÁ Ï ÞÉÓÌÁÈ âÅÒÎÕÌÌÉ.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

ı(2k) = (−1)^{k+1}

(2ß)^{2k} 2 · (2k)! B^{2k}:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B_3 = 0, B_5 = 0, : : : ðÏÐÙÔËÁ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÚÅÔÁ- ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÕ 0 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁÅÔ. ïÂSSÑÓÎÅÎÉÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ Œ ËÏÎÃÅ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ.

2. ðÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ:

Li_k(z) = ∞∑ n=1 z^n n^k : üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Li_k(1) = ı(k). íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÑÄ ÄÌÑ Li_k(z) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |z| ¡ 1. ðÅÒ- ŒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ŒÓÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ:

Li_0(z) = ∞∑ n=1 z^n = zz − 1 :

üÔÏ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÐÏÌÀÓÏÍ z = 1.

íÏÊ ÕÞÉÔÅÌØ áÎÒÉ ëÁÒÔÁÎ ÚÁÐÒÅÝÁÌ ÍÎÅ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÒÅÚÙ ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÎÅÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ. ïÎ ÔÒÅ- ÂÏŒÁÌ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ŒÙ ÚÁÇÌÑÎÅÔÅ Œ ÅÇÏ ËÎÉÇÕ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ (ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÕÀ), ÔÏ

ÎÁÊÄÅÔÅ ÔÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÕÞ- ËÏŒ ÉÌÉ ÅÝÅ ÞÅÇÏ ÕÇÏÄÎÏ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÒÅÚÏŒ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ñ ÎÅ ŒÉÖÕ Œ ÒÁÚÒÅÚÁÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ É ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÓÄÅÌÁÀ ÒÁÚÒÅÚ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U = C \[1; +∞ [. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ¯. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÏÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ¯(0) = 0 É d� dz = ˘. æÕÎËÃÉÑ ¯ ÔÏÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ z d dz Li_k(z) = Li_{k−1}(z). æÕÎËÃÉÑ Li_0 ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U É Li_0(0) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ Li_1 ÔÏÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U . òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÄÁÌØÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ Li_2, Li_3, : : : œÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ U .

þÔÏÂÙ ÉÄÔÉ ÄÁÌØÛÅ, ÎÕÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÒÁÚÒÅÚÕ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ: ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ. ñ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÀ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ

Li_1(z) = z + z^22 + z^33 + : : : = ln 11 − z :

úÎÁÞÅÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. åÓÌÉ fl_1 | ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ 1, ÔÏ fl_1(Li_1(z)) = 2ßi. íÏÎÏÄÒÏÍÉÑ | ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÔŒÑÍÉ. òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÔŒÑÍÉ ÓÎÏŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÁÍÉ: âÌÏÈÏÍ, äÅÌÉÎÅÍ, äÒÉÎÆÅÌØÄÏÍ É ÄÒÕÇÉÍÉ.

óÎÏŒÁ ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ÍÁÔÅÍÁÇÉÉ, ÚÁÄÁÄÉÍ ŒÏÐÒÏÓ üÊÌÅÒÕ: ËÁË ŒÙ-

ÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ^∞ ∑ n=−∞ z^n? üÊÌÅÒ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔŒÅÔ: ÜÔÁ ÓÕÍ-

ÍÁ ÒÁŒÎÁ 0. ïÎ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÔ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ z + z^2 + : : : + z^n + : : : = z1 − z = Li_0(z). ïÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |z| ¡ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÍ-

ÍÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ: z^{−1} + z^{−2} + : : : + z^{−n} + : : : = −11 − z = Li_0 ( 1 z ) . ïÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |z| ¿ 1. îÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÅÎÉÅ. ïÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ z1 − z É −11 − z ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ; ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÐÏÌÀÓÁ Œ ÔÏÞËÅ 1. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, Ë ÜÔÉÍ ÄŒÕÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ 1:

1 + Li_0(z) + Li_0 ( 1 z ) = 1 + z − 1 1 − z

= 0:

üÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÛÁÇÏŒÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. æÕÎËÃÉÑ Li_k(z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ŒÎÅ [1; +∞ [, Á ÆÕÎËÃÉÑ

Li_k ( 1 z ) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ŒÎÅ [0; 1]. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ Li_k(z) + (−1)^kLi_k ( 1 z ) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ŒÎÅ [1; +∞ [ ∪ [0; 1] = [0; ∞ [.

ïÂÙÞÎÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÚÁ ] − ∞; 0], ÎÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÚÁ [0; ∞ [. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ ln z ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÍÅÎÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÒÅÚÁ [0; ∞ [, ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÂÅÒÅÍ ŒÅÔŒØ ÜÔÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÈÏÄÉÔØ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÒÅÚÕ ÓŒÅÒÈÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÙÞÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ.

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

Li_k(z) + (−1)^k Li_k ( 1 z ) = (2ßi)^k k! B_k

(ln z 2ßi ) : (1)

úÄÅÓØ B_k(t) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ âÅÒÎÕÌÌÉ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÏÍ B_k(t) = (B + t)^k. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ev: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ B É t, Á ÚÁÔÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ B^k ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ B_k.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ âÅÒÎÕÌÌÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ: • d dt B_k(t) = kB_{k−1}(t);

• B_k(t + 1) − B_k(t) = kt^{k−1};

• B_0(t) = 1;

• B_k(0) = B_k.

ðÒÏÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

íÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ: ∞∑ k=0 B_k(t) x^k k! = xe^{xt} e^x − 1 : œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ t = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ B_k(0) = B_k.

åÓÌÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÐÏÌÏÖÉÔØ z = 1 + iffl, ffl ¿ 0, É ÕÓÔÒÅÍÉÔØ ffl Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

ı(k) + (−1)^kı(k) =

(2ßi)^k k! B^k:

äÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ k ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ: ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ 0 = 0. á ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ k ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÕ ÓÁÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÛÌÁ ÒÅÞØ ÒÁÎÅÅ.

3. ïÂÏÂÝÅÎÉÑ ÐÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Li_1(z) = ln 11 − z . œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ Li_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÏÍ, Li_3 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÒÉÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ É Ô. Ä.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÎÏŒÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÂÙÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ, Á ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÏÔ −∞ ÄÏ 0. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, Á ÎÅ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÎÁ Ó. 65.

œÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ, ÂÕÄÕÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ | ÏÔ 1 ÄÏ +∞ É ÏÔ −∞ ÄÏ 0. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ @_zLi_k(z) = 1z Li_{k−1}(z);

ÇÄÅ @_z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ z. æÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ k_1; : : :; k_p; ÏÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Li_{k1;:::;kp} (z).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ Li_{k1;:::;kp} (z) Œ ÒÑÄ, Ñ ÎÁÐÉÛÕ ÄÌÑ ÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ. œŒÅÄÅÍ ÄŒÅ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ X_0 É X_1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ffl = (ffl_1; : : : ; ffl_t), ÇÄÅ ffl_i ∈ {0; 1}. ëÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X_ffl = X_{ffl1} : : : X_{fflt} . îÁÐÒÉÍÅÒ, X_{010} = X_0X_1X_0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

@_z~(z) =

(X_0 z + X^1 1 − z ) ~(z):

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X_0 É X_1 | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ p, ÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ 0 É 1. òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞÅË 0 É 1. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÍÉ ŒÙÛÅ. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ çÁÕÓÓÁ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÐÒÉ p = 2; ÍÁÔÒÉÃÙ X_0 É X_1 ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙ- ÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ 2. òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ | ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ É ÂÕÄÅÔ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÉÍ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ X_0 É X_1. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

~(z) = ∑ ffl ~_ffl(z)X_ffl =

= ~_∅(z) + ~_0(z)X_0 + ~_1(z)X_1 + + ~_{00}(z)X^2_0 + ~_{01}(z)X_0X_1 + ~_{10}(z)X_1X_0 + ~_{11}(z)X^2_1 + : : :

åÓÌÉ X_0 É X_1 | ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. îÏ ÓÅÊÞÁÓ ÍÅÎÑ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ŒÏÐÒÏÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; Ñ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÀ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ. òÅÛÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

@_z~_{0ffl}(z) = 1 z ~_ffl(z); @_z~_{1ffl}(z) = 1 1 − z

~_ffl(z):

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ~_∅(z) = 1. ôÏÇÄÁ

@_z~_0(z) = 1 z ; @_z~_{00}(z) = 1 z ~_0(z)

@_z~_1(z) = 1 1 − z

; @_z~_{10}(z) = 1 1 − z

~_0(z); : : :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ~_0(z) = ln z+C_0; ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ. äÁÌÅÅ,

~_{00}(z) = 1 2 ln^2 z + C_0 ln z + C_1:

îÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ~_{0:::0}(z) = 1p! ln^p z.

ñ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÀÓØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ 0 x^˘ ln^p xdx

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ˘ ⩾ 0 (ÔÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÕÌÅ). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ Œ ÎÕÌÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.

éÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

~_1(z) = ln 11 − z :

úÄÅÓØ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÏ Ñ ÎÏÒÍÁÌÉÚÕÀ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÉ z = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÎÏÒ- ÍÁÌÉÚÕÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÀ ~, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË. úÁÐÉÛÅÍ

~(z) = ~~(z) exp(X_0 ln z); (1)

ÇÄÅ exp(X_0 ln z) = ∞∑ p=0 1 p! ln^p z X_0 : : : X_0 p :

úÄÅÓØ ~~ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0 É ~~(0) = 1. üÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ~.

úÁÐÉÛÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ

d~ = ( X_0 dzz + X_1 dz1 − z ) ~ œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÞÌÅÎ X_1 dz 1 − z ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÜÔÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ËÁË ÒÁÚ ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ. æÏÒÍÕÌÁ (1) | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÕËÓÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ X_0 É X_1 ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ŒÓÅÍÕ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÕÖÎÏ ÂÕ- ÄÅÔ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X_0 = diag(˘_1; : : : ; ˘_n), ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ diag(z^{˘1} ; : : : ; z^{˘n} ). éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕËÓÏŒÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ïÄÎÁ ÉÚ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ æÕËÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ˘_i − ˘_j ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. îÏ Õ ÎÁÓ ÜÔÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÛÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÀ ~~: ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÔÁËÉÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

óÉÔÕÁÃÉÑ ÄÌÑ z = 0 É ÄÌÑ z = 1 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ z → 1 − z ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÁ ÒÁÚÒÅÚÁ É ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ. (ïÄÎÁËÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ~(z) Œ ÔÏÞËÅ z = 1 ÂÕÄÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÒÕÇÉÍ.)

úÁÐÉÛÅÍ ÓÎÏŒÁ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

~(z) = ∑ ffl ~_ffl(z)X_ffl;

ÇÄÅ ffl | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. íÎÅ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÌÅÇËÁ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ Ñ ÂÕÄÕ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ffl = (ffl_1; : : : ; ffl_p), ÇÄÅ ffl_p = 1. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ~_ffl ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ Œ ÎÕÌÅ: ÄÌÑ ÔÅÈ ÞÌÅÎÏŒ, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ X_0, ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ z ÕÎÉ- ÞÔÏÖÁÀÔÓÑ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÐÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ.

œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Y_1 = X_1, Y_2 = X_0X_1, Y_3 = X_0X_0X_1, : : : ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X_{ffl1} : : : X_{fflp−1} X_1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ Y_{k1} : : : Y_{kt} , ÇÄÅ k_1 ⩾ 1, : : : , k_t ⩾ 1. îÁÐÒÉÍÅÒ, X_1X_0X_0X_1X_0X_1 = Y_1Y_3Y_2:

ðÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Li_{k1:::kt} (z) = ~_ffl(z):

äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ffl (Ó ffl_p = 0) ÆÕÎËÃÉÉ ~_ffl ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ∑ Li_k(z) ln^? z;

ÇÄÅ k = (k_1; : : : ; k_t), Á ln^? z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ Li_k ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

Li_k(z) = ∑ n_1¿:::¿n_t

z^{n1} n^{k1}_1 : : : n^{kt}_t : òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁŒÅÎ 1.

ðÏÌÏÖÉÍ Li_k(1) = ı(k). îÁÐÒÉÍÅÒ, ı(3; 2) = ∑ m¿n 1 m^3n^2

. ôÁË ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ı(k) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÄÚÅ- ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ MZV | multiple zeta values). ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ k_1 ⩾ 2. îÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ k = (1; 1) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ ∑ m¿n 1 mn , ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍ-

ÍÁ^{m−1} ∑ n=1 1 n ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÁ ln m, Á ÒÑÄ

∑ ln m m ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ m¿n 1 m^2 n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ ln m m^2

ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ Œ ÎÕÌÅ. îÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÔÏÞËÅ z = 1 ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÎÕÖÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ k_1 ⩾ 2 ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÔÏÞËÅ z = 1 ÆÕÎË- ÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÎÏ ÏÎÁ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÌÉÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

Li_k(z_1; : : :; z_s) = ∑ n_1¿:::¿n_t

z^{n1}_1 : : : z^{ns}_s n^{k1}_1 : : : n^{kt}_t

; s ⩽ t:

íÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ, ÐÏÌÏÖÉŒ z = 1. çÏÎÞÁÒÏŒ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉÚÉËÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ z ŒÚÑÔØ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ,

Ô. Å. ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 ff^n n^k

, ÇÄÅ ff^p = 1. óÕÍÍÕ ÔÁËÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÏÖÎÏ

ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ^{p−1} ∑ j=0 ff^j ∑ n≡j (mod p) 1 n^k . 4. çÉÐÏÔÅÚÙ Ï ÐÒÉÒÏÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÞÉÓÌÁ ı(k_1; : : : ; k_t), ÇÄÅ k_1 ⩾ 2, t ⩾ 1, k_2 ⩾ 1, : : :, k_t ⩾ 1. œÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ

ÎÁÍ ÞÉÓÌÁ ı(2) = ß^26 É ı(4) = ı(2)^2 × 25 . þÉÓÌÁ ı(2k) ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÕÔ. á ŒÏÔ ÞÉÓÌÁ ı(3), ı(5), : : : ÄÌÑ ÎÁÓ ŒÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ.

îÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ p = p(k) = k_1 + : : : + k_t ŒÅÓÏÍ ÞÉÓÌÁ ı(k_1; : : : ; k_t), Á ÞÉÓÌÏ t ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÌÕÂÉÎÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z_p (Œ ÞÅÓÔØ Zagier’Á) ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÓÅÈ MZV ŒÅÓÁ p. õÓÌÏŒÎÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ Z_0 = Q É Z_1 = (0), ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ Z_1 ÍÏÇÌÏ ÂÙ ŒÏÊÔÉ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÏ ı(1) = ∑ 1 n = +∞. (ãÁÇÉÒ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ

ÚÁÍÅÎÉÔØ ı(1) ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ ∑ 1 n ĂÐÏ üÊÌÅÒÕĄ, Ô. Å. ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ üÊÌÅÒÁ

C = lim_{n→∞} ( 1 + 1 2 + : : : + 1 n − ln n ) = Res_{s=1}ı(s);

ÎÏ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.) íÙ ÕÖÅ ŒÙÑÓÎÑÌÉ, ÞÔÏ Z_2 = Q ß^2. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z_3 = Q ı(3), ÐÏÓËÏÌØËÕ ı(3) = ı(2; 1) (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Z_p ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÉÐÏÔÅÚ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

1. óÕÍÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Z_0, Z_1, : : :, Z_p ÐÒÑÍÁÑ, Ô. Å. ÅÓÌÉ z_0 +z_1 +: : :+z_p = 0, ÇÄÅ z_j ∈ Z_j ÐÒÉ j = 0; 1; : : :; p, ÔÏ z_j = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ j.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÏÊ ÐÒÏŒÅÒÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p(k_j ) = j, 0 ⩽ j ⩽ 17 É |m_j| ⩽ 10^{10}, m_j ∈ Z, ÔÏ | ∑ j m_j ı(k_j )| ⩾ 10^{−50}.

2) ðÕÓÔØ d_p = [Z_p : Q ] (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Z_p ÎÁÄ Q ). ôÏÇÄÁ, ËÁË ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÌ ãÁÇÉÒ,_∞ ∑ p=0 d_pt^p = 1

1 − t^2 − t^3 : âÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÙÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ı(2) ı(3) = ∑ 1 n^2 ∑ 1 m^3

. úÄÅÓØ m òÉÓ. 2.

É n ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÞÁÓÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ Œ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÅ. òÁÚÏÂØÅÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÔÒÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÐÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÒÉÓ. 2).

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÁÅÔ ı(5), ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÁÅÔ ı(2; 3), Á ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÁÅÔ ı(3; 2). ðÏÜÔÏÍÕ

ı(2) ı(3) = ı(5) + ı(2; 3) + ı(3; 2):

ïÂÏÂÝÁÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

ı(a_1; : : : ; a_s) ı(b_1; : : : ; b_t) = ∑ ı(c_1; : : :):

úÄÅÓØ ÞÉÓÌÏ ı(a_1; : : : ; a_s) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ n_1 ¿ : : : : : : ¿ n_s, Á ÞÉÓÌÏ ı(b_1; : : : ; b_t) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ m_1 ¿ : : : ¿ m_t. üÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÔÁÓÏŒÁÔØ, Ô. Å. ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÉÈ É ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÁ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ.

üÔÏ | ÐÅÒŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ïÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÎÅÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ

ı(3) = 12! ∫_∞ 0 x^2 e^x − 1 dx:

óÄÅÌÁŒ ÚÁÍÅÎÕ x = ln t, ÐÏÌÕÞÉÍ

ı(3) = ∫ (ln t)^2 t − 1 dt t : ðÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ:

ı(3) = ∫ ∫ ∫ 1¿x_1¿x_2¿x_3¿0 dx1 x1 dx2 x2 dx3 1 − x3 :

îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ı(3) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ Y_3 = X_0X_0X_1; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÔÒÅÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ x_1 − 0, x_2 − 0 É 1 − x_3. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ !_0(x) = dxx É !_1(x) = dx1 − x . ôÏÇÄÁ

ı_{ffl1 ;:::;fflp} = ∫ : : : ∫ 1¿x_1¿:::¿x_p¿0

!_{ffl1} (x_1) : : : !_{fflp} (x_p):

þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ı(k_1; : : : ; k_t), ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Y_{k1} : : : : : : Y_{kt} = X_{ffl1} : : : X_{fflp} (ÚÄÅÓØ p = k_1+: : :+k_t). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ı(k_1; : : : ; k_t) = = ı_{ffl1 ;:::;fflp} .

þÉÓÌÏ ı(2) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

ı(2) = ∫ ∫ 1¿x_1 ¿x_2¿0 dx1 x1 dx2 1 − x2

ðÏÜÔÏÍÕ ı(2) ı(3) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÑÔÉËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÔÁÓÏŒÁÔØ (ÒÁÓÐÏÌÏÖÉŒ ÉÈ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ). ôÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, ÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÊ. îÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ: ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÍÅÒÕ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.

ôÁËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÁÀÔ ŒÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

äÌÑ ı(2)ı(3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ı(2)ı(3) = ı(5) + ı(2; 3) + ı(3; 2). äÒÕÇÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ MZV ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÅÓÁ p ⩾ 4. éÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ı(3) = ı(2; 1) ïÓÎÏŒÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÔÁËÏŒÁ: ŒÓÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ MZV ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÅÓÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÔÅ ÄŒÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ ÒÁÎÅÅ. íÏÉ ÕÞÅÎÉËÉ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÅÊ, ÎÏ ÐÏËÁ ÜÔÏ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. üÔÏ ÎÅ ÌÅÇËÏ.

üÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ŒÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÁÑ. éÚ ÎÅÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉ- ÓÌÁ ı(3), ı(5), : : : ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ı(3) ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ı(5) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ.