á. á. ëÉÒÉÌÌÏŒ

ìÅËÃÉÉ 28 ÄÅËÁÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ É 3 ÑÎŒÁÒÑ 1998 ÇÏÄÁ

íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ

þÁÓÔØ 1

þÅÓÔÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Ñ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÍÕÝÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÚŒÁÌ ÂÙ overquali˛ed ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ. ðÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÎÅ ÂÙÌÉ ÏÂÅÝÁÎÙ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÕÒÓÁ. îÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÚÁÐÉÓÉ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÏÐÁÄÕÔ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ.

ñ ÎÁÞÎÕ Ó ÎÅ ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ÌÅËÃÉÉ ÔÅÍÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏ- ÄÉÔ ÎÏŒÏÇÏ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. üÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÔÅÍÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÎÑÔØ ŒÓÅ 2 ÞÁÓÁ. îÏ ÄŒÅ ŒÅÝÉ ÍÎÅ ŒÓÅ ÖÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ. ïÂ ÏÄÎÏÊ ŒÅÝÉ Ñ ÓËÁÖÕ ÓÏŒÓÅÍ ËÏÒÏÔËÏ: ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÁÔØÑ íÁËÓÉ- ÍÁ ëÏÎÃÅŒÉÞÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁËÒÙÌÁ ÔÅÍÕ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÁÎÉÑ É ËÏÔÏÒÁÑ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÒÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÃÅÎÔÒÁÈ. á ŒÔÏÒÁÑ |ÜÔÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ËÏÓÍÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÎŒÅÑ. üÔÁ ÔÅÍÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÕÒÓÁ. ëÏÎŒÅÊ |ÜÔÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍÉ ŒÅÝÁÍÉ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÅÍÕ ÐÒÉÛÌÏ Œ ÇÏÌÏŒÕ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ Audioactive operator |ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÉÚÎÅÓÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ŒÙ, ËÁË ÞÕËÞÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÄÅÔ ÐÏ ÔÕÎÄÒÅ, É ÞÔÏ ŒÉÄÉÔ, Ï ÔÏÍ É ÐÏÅÔ ÐÅÓÎÀ. é ŒÏÔ ÔÁËÏÊ ÞÅÌÏŒÅË ŒÉÄÉÔ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉÃÕ. ïÎ ŒÉÄÉÔ |ÏÄÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ, É ÐÉÛÅÔ: ĂïÄÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ (11)Ą. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÎÁÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÎ ŒÉÄÉÔ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ |ÄŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, É ÐÉÛÅÔ: ĂäŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ (21)Ą. üÔÏ ÔÒÅÔÉÊ ÞÌÅÎ ÎÁÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. þÉÔÁÑ ÅÇÏ ŒÓÌÕÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ĂïÄÎÁ ÄŒÏÊËÁ, ÏÄÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ (1211)Ą. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ: ĂïÄÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÏÄÎÁ ÄŒÏÊËÁ, ÄŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ (111221)Ą. ôÁË ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, . . .

ëÏÎŒÅÊ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÓÑ, ËÁËÉÅ Õ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏ- ÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. äÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ |ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÉËÁËÉÈ ÃÉÆÒ, ËÒÏÍÅ 1, 2 É 3. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ |ÅÓÌÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ É ŒÔÏÒÏÍ ÞÌÅÎÅ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÃÉÆÒ, ËÒÏÍÅ 1, 2 É 3, ÔÏ É ÄÁÌØÛÅ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÃÉÆÒ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÏÉÚÎÅÓÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÎÅÐÏ- ÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ: 22. œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÒÁÓÔÉ, ÎÏ ŒÅÓØÍÁ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÉÎÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÓÉÌØÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ, Á ÉÎÏÇÄÁ ÎÅ ÏÞÅÎØ. ëÏÎŒÅÊ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÃÉÆÒ 1, 2 É 3 (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ 22), ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ a_n Ë ÄÌÉÎÅ ÓÌÏŒÁ a_{n−1} ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁŒÅÎ 1,301577269 . . . üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ |ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ ÐÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÏÇÁÄÁÀÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ |ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Ñ ÏÐÕÓËÁÀ.

üÔÏ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÅÍÅ ÌÅËÃÉÉ, ÎÏ Ñ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÔÒÁÔÉÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ, ËÔÏ ÈÏÔÅÌ ÐÒÉÊÔÉ, ÐÒÉÛÌÉ ÂÙ É ÓÅÌÉ.

ôÅÐÅÒØ Ï ÔÅÍÅ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÊ ÌÅËÃÉÉ. ñ ÓÏÂÉÒÁÌÓÑ ËÏÒÏÔËÏ ÒÁÓÓËÁ- ÚÁÔØ Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÅÔÏ- ÄÁ ÏÒÂÉÔ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅËÃÉÑ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÓÐÏÓÏÂÎÙÈ ÐÅÒŒÏËÕÒÓÎÉËÏŒ, ÔÏ Õ ÍÅÎÑ ÐÒÉÎÃÉÐ ÔÁËÏÊ: Ñ ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ- ÎÏÛÕ ÓÌÏŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÕÛÁÔÅÌØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÓÐÒÏÓÉÔØ Õ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÔÏŒÁÒÉÝÁ, ÉÌÉ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÁÍ, ÉÌÉ ÐÒÏ- ÞÉÔÁÔØ Œ ËÎÉÖËÅ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÉËŒÉÄÉÒÏŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÎÅÐÏÎÉÍÁÎÉÅ. éÄÅÊÎÙÈ ÎÅÐÏÎÉÍÁÎÉÊ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÁÖÄÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÂÕÄÅÔ ÓÍÅÎÑÔØÓÑ, ËÁË ÇÏŒÏÒÉÔ àÒÉÊ éŒÁÎÏŒÉÞ íÁÎÉÎ, ÐÁÒÁÄÉÇ- ÍÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ ŒÓč, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÒÁÎØÛÅ, É ÎÁÞÉÎÁÔØ ŒÎÉÍÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ.

œ ÃÅÌÏÍ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ñ ÐÏÌÁÇÁÀ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏ- ËÕÒÓÎÉË, ÏÂÕÞÁÀÝÉÊÓÑ Œ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÅ- ÂÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÒÕÐÐÁ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (Ô. Å., ŒÙÒÁÖÁÑÓØ ÂÏÌÅÅ ÕÞÅÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÇÒÕÐÐÕ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ), É ÐÏÎÉÍÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÏÊ |ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, Ï ËÏ- ÔÏÒÙÈ Ñ ÓÅÊÞÁÓ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÕ.

íÏÊ ŒËÌÁÄ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Ñ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. éÌÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÉ, ÜÔÏ |ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔ-ÆÉÚÉËÉ Ó ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÏÊ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔ-ÆÉÚÉËÁ ÕÖÅ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ŒÙÔÅÓÎÑÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÉÚ ÅÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÕÓÔÏÑŒÛÉÈÓÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ É ÐÒÉ- ÄÕÍÙŒÁÅÔ ÎÏŒÙÅ ÐÏÄÈÏÄÙ, ÎÏŒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÐÕÔÎÏ ÒÅÛÁÑ ÓÔÁÒÙÅ. é ÕÖÅ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÖÕÒÎÁÌÏŒ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÁÐÏÌÎÑÀÔ- ÓÑ ÓÔÁÔØÑÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔ-ÆÉÚÉËÁ ÉÇÒÁÅÔ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÒÏÌØ, ÉÎÏÇÄÁ ÒÅÛÁÀÝÕÀ.

ñ ÐÏÔÒÁÞÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÈÏÔÑ ÍÎÅ É ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÍÁ ÚÄÅÓØ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁ. îÁÞÎÕ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÀ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M. çÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ |ÜÔÏ ÔÏ, ÎÁ ÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ- ŒÉŒÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ^1 U_i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ: U_i^f−→ V_i ⊂ R^n. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÂÒÁÝÅ- ÎÉÑ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÎÉÅ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ÐÒÏÞÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ |ÜÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1. îÁ ÎÅÊ ÎÅ- ÌØÚÑ ŒŒÅÓÔÉ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. üÔÏ ÏÐÑÔØ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏËÕÒÓ- ÎÉËÏŒ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ- ÎÉÍÁÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏ- ÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÄŒÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. îÁ ŒÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÒÏ- ÍÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÉ, ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÐÒÏÅËÔÉÒÕÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÚ ŒÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Õ ÓÁÍÏÊ ŒÅÒÈ- ÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÁ ÎÅÔ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ, ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ, ËÒÏÍÅ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÔÕ ÖÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÅ ËÁÒÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓÏŒÏËÕÐ- ÎÏÓÔÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÎÁÛÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁÛÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_+ É x_− . äÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÏÎÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x_+x_− = 1 (x_+x_− = r^2 ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r).

1ëÏÇÄÁ Ñ ÇÏŒÏÒÀ ÏÂ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, Ñ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀ, ÞÔÏ M |ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ðÏËÁ ÎÁÛ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÏÂSSÅËÔ |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ Ñ ÓËÁ- ÚÁÌ ÓÌÏŒÏ ĂÇÒÕÐÐÁĄ. õ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ïÂÙÞ- ÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÞÅÇÏ-ÌÉÂÏ. åÓÌÉ ÍÙ ÏÂSSÅÄÉÎÉÍ ÄŒÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ |ÇÒÕÐÐÙ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÛ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÏÂSSÅËÔ.

çÒÕÐÐÁ ìÉ |ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ É ÇÒÕÐÐÏÊ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ŒÓÅÍÉ ÐÏÌÏ- ÖÅÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ôÁ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ. úÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÁË. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ 1 É ÌÅÖÉÔ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ |z| = 1 É ŒŒÅÓÔÉ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÚÁËÏÎ Œ ŒÉÄÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: z_1z_2. åÓÌÉ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÌÉ ÍÏÄÕÌØ 1, ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÕÌØ 1.

ñ ÚÁÂÙÌ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ |ÇÒÕÐÐÙ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ | ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÅÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ñ ÎÁÍÅÒÅÎÎÏ ÚÁÂÙÌ ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ U_i^f−→ V_i ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÅ, ÎÏ ÔÁÍ, ÇÄÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÏ- ŒÅÒÛÁÌÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. çÌÁÄËÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ (ÏÄÎÏÊ, ÄŒÕÈ, ÔÒÅÈ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÕÄÏÂÎÏ ÓÒÁÚÕ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÅ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ, Á ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ. ôÁË ŒÏÔ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÚÁ- ËÏÎ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. úÁÐÉÓÁÔØ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÚÁËÏÎ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ x_+ É x_− É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

äÁÌØÛÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ñ ÂÕÄÕ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ aut(H), ÇÄÅ H |ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ |ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÄŒÕÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ- ŒÁÅÔÓÑ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ. é ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ŒÍÅÓÔÏ

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÏÌÅ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÎÏ ÏÎÉ ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ- ÎÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ, Á ÍÎÏÇÉÅ ÆÁËÔÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÎÁÍÎÏÇÏ ÐÒÏÝÅ. åÝÅ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÎÁ- ÓÌÅÄÕÅÍÏÅ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ïÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏÒÍÕ ŒÅËÔÏÒÁ É ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÏÄ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ H Ñ ÐÏÎÉÍÁÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ŒÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ H: ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ôÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ÇÒÕÐÐÙ G ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U(g) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ U(g_1g_2) = U(g_1)U(g_2): ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. åÓÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÒÁÚŒÉÔÁÑ ÎÁÕËÁ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÔØ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÈ Œ ÐÒÑ- ÍÙÅ ÓÕÍÍÙ. ôÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ. ïÎÉ ÖÅ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ, Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ. é ÐÅÒŒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, |ÜÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÀÔ ^G. œ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÊ ÍÁÔ-ÆÉÚÉËÅ ÅÓÔØ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ, ÓÏËÒÁ- ÝÁÀÝÉÊ ÜÔÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ: unirrep (UNItary IRREducible REPresentation). üÔÉ unirrep’Ù É ÅÓÔØ ÎÁÛ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁ- ÎÉÑ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÓÐÉÓÏË ÔÁËÉÈ unirrep’ÏŒ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ: ËÁË ÏÎÉ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÕ, ÉÌÉ ÐÒÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÉÉ (ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ, Ñ ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ) ÎÁ Â«ÏÌØÛÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, ËÁËÏŒÙ ÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÁËÏŒÙ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÙ, ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ, É ÐÒÏÞÅÅ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÚÁÄÁÞ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐ. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, ÔÏ É ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÅÚÄÅ. îÏ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏŒÅÒ- ÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, É ÉÎÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ. óËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ, ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕÐÐ ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ, ÄÌÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÔÒÅÔÉÊ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ, É Ô. Ä.

íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ Ñ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÒÁÚÕ É ÄÁÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ,

ËÁË ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ É ËÁË ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, Ó ÎÉÍ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ Ñ ÎÅ ÂÕÄÕ. óËÁÖÕ ÌÉÛØ, ËÁËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ Ó ÎÉÍ ÓŒÑÚÁÎÙ É ÞÔÏ ÎÕÖ- ÎÏ ÄÅÌÁÔØ. îÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÏÉÈ ÕŒÌÅËÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌ ÐÏÌÕÞÉÌ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ User’s Guide |ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÏ Ë ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÀ. ëÏÇÄÁ ŒÙ ÐÏËÕÐÁÅÔÅ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÕÔÀÇ ÉÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÅÝÅ, Ë ÎÅÍÕ ÐÒÉ- ÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ËÁË ÉÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ. œÏÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÔÁËÁÑ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ËÁË ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÒÂÉÔ. þÔÏ ŒÁÍ ÎÕÖÎÏ |É ËÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔŒÅÔ: ËÁËÉÅ ŒÅÝÉ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ŒÅÝÉ ÐÅÒÅÍÎÏ- ÖÉÔØ, ËÁËÉÅ ÓÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÏÔŒÅÔ.

ñ ÐÅÒÅÞÉÓÌÀ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÉÎÇÒÅÄÉÅÎÔÙ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÊÄÕ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅ- ÍÅ ÍÏÅÊ ÌÅËÃÉÉ |ËÁË ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ. äÌÑ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÉÑÔÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÞÅÍ-ÎÉÂÕÄØ ÌÅÇ- ËÏ ÏÂÏÚÒÉÍÙÍ É ËÏÎÅÞÎÙÍ. ñ, ËÏÇÄÁ ÂÙÌ ÐÅÒŒÏËÕÒÓÎÉËÏÍ, ÓÞÉÔÁÌ, ÞÔÏ ÍÏÇÕ ÒÅÛÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÏÂSS- ÅËÔÏŒ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÁË |ÅÓÔØ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÀÄÉ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÒÅÛÉÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ ÐÏÚÖÅ ÅÝÅ ÐÏÐÒÏÂÕÀ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ. á ÓÅÊÞÁÓ Ñ ÚÁËÏÎÞÕ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÅ- ÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ É ÓËÁÖÕ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÌÏÖÉÔØ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ.

óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÁÛÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ g = Lie(G). âÕËŒÁ g, ÍÁÌÅÎØËÁÑ ÇÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÂÕËŒÁ g, |ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ G. ôÅÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ ìÉ É ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÅÔÅÒÐÅÌÉ ÄÏÌÇÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ, É Õ ËÁÖÄÏÊ ÜÐÏÈÉ ÂÙÌÉ ÓŒÏÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. óÅÊÞÁÓ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÕÓÔÏÑÌÓÑ ÏÂÙÞÁÊ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÌÁÔÉÎÓËÏÊ ÂÕËŒÏÊ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ |ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÇÏÔÉÞÅÓËÏÊ. èÏÔÑ ÅÓÔØ ÏÔÓÔÁÌÙÅ ÕÞÅÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÕÓÔÁÒÅŒ- ÛÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ |ÐÅÒÅÄÏŒÙÅ ÕÞÅÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÄÕÍÙŒÁ- ÀÔ ÓŒÏÉ ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÏ Ñ ÂÕÄÕ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅ- ÐÒÉÎÑÔÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ.

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ |ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÕÐÐÙ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_eG Ë ÇÒÕÐÐÅ ìÉ G Œ ÅÄÉÎÉÃÅ e, É ÂÕÄÅÍ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÁË ÔÏÞËÉ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ. þÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÕÐÐÏŒÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ, ÅÓ- ÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ, ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ? åÓÌÉ ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÏ ËÁ- ÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ. œÏÚØÍÅÍ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ŒÅË- ÔÏÒÁ ⃗x = (x_1, . . ., x_n) É ⃗y = (y_1, . . ., y_n) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ⃗x · ⃗y = ⃗z. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ⃗z

ÂÕÄÕÔ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ⃗x É ⃗y: z_k = f_k (⃗x, ⃗y). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÔÏ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f_k ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ, Á ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÉÄ: f_k (⃗x, ⃗y) = ⃗x + ⃗y + [⃗x, ⃗y] + . . . (íÎÏÇÏÔÏÞÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÞÌÅÎÙ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÈ ÐÏ- ÒÑÄËÏŒ.) üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÓÑËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÚÁ- ËÏÎ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÅÎ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ [·, ·], ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ. üÔÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÇÒÕÐÐÅ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ. ó ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÓŒÑÚÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ.

åÓÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ X_1, . . ., X_n, ÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ: [X_i, X_j] = c^k_{ij} X_k. úÄÅÓØ Ñ ÉÓÐÏÌØÚÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÜÊÎ- ÛÔÅÊÎÏŒÓËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÏÄÉÎ ÉÎÄÅËÓ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍ- ÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ |ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÂÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒ- ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c^k_{ij} . é ŒÅÌÉËÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ óÏÆÕÓÁ ìÉ ÓÏÓÔÏÑÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ŒÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÇÒÕÐ- ÐÅ ìÉ. œÓč, ÞÔÏ ŒÙ ÚÁÈÏÔÉÔÅ Ï ÎÅÊ ÕÚÎÁÔØ, ÍÏÖÎÏ, Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÉÚŒÌÅÞØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. þÕÔØ ÐÏÚÖÅ Ñ ÓËÁÖÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅ ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g, Á ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g^∗. üÔÏ |ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g. åÓÌÉ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÂÙÌ ÂÁÚÉÓ X_1, . . ., X_n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ F^1, . . ., F^n ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÓŒÏÅÍ ŒÅËÔÏÒÅ ÒÁŒÅÎ 1, ÎÁ ÐÒÏÞÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÒÁŒÅÎ 0, Á ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔÉ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g^∗, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÎÉËÁËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÓÅ- ÂÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ |ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. ðÒÁŒÄÁ, ÍÏÖÎÏ ÉÈ ÎÁÓÉÌØÎÏ ÚÁÓÔÁŒÉÔØ ÕÍÎÏÖÁÔØÓÑ, É ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ |ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ. ïÎÁ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ËŒÁÎÔÏŒÙÍÉ

ÇÒÕÐÐÁÍÉ, ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ äÒÉÎÆÅÌØÄÁ É ÐÒÏÞÉÍ. üÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÎÁÕËÁ, ËÏ- ÔÏÒÏÊ Ñ ÚÄÅÓØ ËÁÓÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÕ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

é ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÇÒÅÄÉÅÎÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ É ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÍÎÅ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, |ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g^∗. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÔÁË. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ G ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A(x): g → xgx^{−1}. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ |ÇÌÁÄËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÕ e. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ad x É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ X ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ Ñ ÔÏÖÅ ÕÓÌÏŒÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÕ xXx^{−1}. ôÁËÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÁŒÄÁÎÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÏÄÁŒÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÍÁÔÒÉÃ (ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ ÔÁË ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ). á ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÂÕËŒÁÌØÎÏ. âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÆÉÚÉËÏŒ ÔÁË É ÄÅÌÁÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ.

íÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ Œ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, Á ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ Œ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÂÏÚÎÁÞÕ K(x) ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x Œ ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g^∗ (K |ÏÔ ÓÌÏŒÁ ĂËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅĄ: ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ad x ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ, Á ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ K(x) | ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ). K(x) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ⟨K(x)F, X⟩ = ⟨F, Ad x^{−1}X⟩. íÁÔÒÉÃÁ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉ- ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÕÅÔÓÑ. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÒÁÚÎÉÃÁ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ. îÏ ÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ É ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒ, ÞÅÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÒÁÚÕ ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ Œ ÇÌÁÚÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ |ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ĂËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙĄ |ÜÔÏ ÖÁÒÇÏÎ; ÐÏÌÎÏÓÔØÀ

ÎÁÄÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ĂÏÒÂÉÔÙ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑĄ. ïÒÂÉÔÁ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÂÅÒÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÎÅÍÕ K(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ G.

ôÅÐÅÒØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ËÒÁÔËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ Ï ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑÈ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÉÛÌÏ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÉÚ ÍÅÈÁÎÉËÉ. ïÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ, Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. òÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÄÁÖÅ ÂÌÉÖÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÁÍ. üÔÏ |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÒÑÔØ ÄÌÉÎÙ, Ô. Å. ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Ô. Å. ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. üÔÏ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, |ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ. œÏÏÂÝÅ, ÓÅÊÞÁÓ ÌÀ- ÄÉ ÓËÌÏÎÑÀÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓŒÏÊ ÎÅÞÅÔ- ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ, É ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÁÍ ÏÂSSÅËÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÅÇÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÑŒÌÅÎÉÑ.

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÉÍÁÎÏŒÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ É ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ Õ ÒÉÍÁ- ÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÁÍÏÅ ÇÌÁŒÎÏÅ ËÁÞÅÓÔŒÏ |ÜÔÏ ËÒÉŒÉÚÎÁ. âÙŒÁÀÔ ÐÌÏÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÂÙŒÁÀÔ ÎÅÐÌÏÓËÉÅ, É ÜÔÁ ÎÅÐÌÏÓËÏÓÔØ ŒÙÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÍÅÅÔ ËÒÉŒÉÚÎÕ. åÓÌÉ ÍÅÔÒÉËÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÅ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ. ôÁË ŒÏÔ, ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ |ÜÔÏ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Ô. Å. ËÒÉŒÉÚÎÁ Õ ÎÉÈ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÏŒÏ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÐÉ- ÛÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ Œ ŒÉÄÅ w = w_{ij} dx_i ∧ dx_j , ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

dw = ∂w_{ij} ∂x_k dx_i ∧ dx_j ∧ dx_k = 0. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ÐÌÏÓËÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ ÍÏÖÎÏ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÖÎÏ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, Ô. Å. ŒÙÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ w_{ij} |ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ìÏËÁÌØÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÉËÁËÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ, É ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÎÁÕËÁ |ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. ó ÎÅÊ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ

ÎÅÄÁŒÎÏ ŒÙÛÅÄÛÅÍÕ ÓÏÂÒÁÎÉÀ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ áÒÎÏÌØÄÁ. ëÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ, ÏÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ.

ëÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒ- ÍÁ w, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÛÅÊ ÇÒÕÐÐÙ. üÔÏ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÏÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÑÒËÏÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: ŒÓÅ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÀÔ ÞÅÔÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ. åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÚÑÔØ ÇÒÕÐÐÕ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ |ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ |ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ (ËÁÖÄÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ), Á ÏÒÂÉÔÙ |ÜÔÏ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÓÆÅÒÙ ÉÌÉ ÓÁÍÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÁË ŒÉÄÉÔÅ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 É 2.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÔÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÎÏ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÂÌÉÚËÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ É ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ^G (ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ unirreps) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔ g/G: ^G ∼= g/G. îÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÎÅÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ: ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÎÅËÉÊ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ŒÓÅ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÕ ìÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ, Á, ÓËÁÖÅÍ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÄÒÕÇÉÍ ÐÏÌÅÍ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. íÏÖÎÏ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÄÌÑ ÎÅÅ ÅÓÔØ É ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ. é ÓÁÍÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÄÌÑ ÍÅÎÑ ÓÅÇÏÄÎÑ ÓÌÕÞÁÊ, ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁÛÁ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÄ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. é ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÇÉÐÏÔÅÚÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ Ñ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÍÕ É ÏÂÏÚÒÉÍÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ |ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ,

ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ, ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ŒÅÒÎÙÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ, ÄÒÕÇÉÅ ÏËÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÈÏÔÑ É ŒÅÒÎÙÍÉ, ÎÏ ÎÏŒÙÍÉ É ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ, ÔÒÅÔØÉ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅŒÅÒÎÙÍÉ, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÅÔŒÅÒÔÙÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ. œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ Ñ É ÈÏÔÅÌ ÐÏÇÏŒÏÒÉÔØ.

ïÂÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ |ÌÉÎÅÊÎÏÅ, ÉÌÉ, ËÁË ÅÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ËŒÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ, ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÍÅÓÔÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÇÒÕÐÐÙ ìÉ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ) É ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÛÁÇÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ.

íÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ É ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓŒÑÚØ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Œ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ. åÓÌÉ Õ ŒÁÓ ÅÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Ô. Å. ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ |ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ. ðÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙ- ÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

1) g_tg_s = g_{t+s} (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÓÉÌÕ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÌÀÂÁÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅÓÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÑÍÏÊ);

2) _g_0 = X, ÇÄÅ X |ÚÁÄÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

óÉÓÔÅÍÁ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÔÁËÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, É g_1 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ exp X. üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ ìÉ exp X = ∑ k≥0 X^k/k!, Ô. Å. ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÓÔÏÑÝÕÀ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ŒÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ. îÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏ- ÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚŒÁÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ, ÎÅ ŒÅÚÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÎÅ ŒÅÚÄÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É ŒÏÏÂÝÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÈÕÄÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÅÍ ÐÒÑÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp.

íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. óÁÍÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ñ É ÈÏÞÕ ÓÅÇÏÄÎÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ. ñ ÓÄÅÌÁÀ ËÒÁÔËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ- ÑÈ. üÔÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, É ÄÁÖÅ ÎÅ ÓÔÏÌØ ŒÁÖÎÏ ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ, ËÁË ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ, Ó ÎÉÍ ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ. îÁ ÚÁÒÅ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÌÏÓØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. óÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÐÒÁ- ŒÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + y^2 = −1 É x^2 + y^2 = −3 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÉ ÔÏ ÎÉ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÑÓ- ÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÍÎÏÖËÏ ÒÁÚÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÒÁÚ- ÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ. éÌÉ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÄÒÕÇÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x + y = x + y + 2. ïÎÏ ÔÏÖÅ ÎÅ ÉÍÅ- ÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÌÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÄŒÕÍ ÐÅÒŒÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÅÇÏ ÉÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ, ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. üÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ. åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÐÁÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. îÏ ÍÏÖÎÏ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. ôÏÇÄÁ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ |ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ (x, y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅ- ÛÅÎÉÅÍ.

óÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÁÄ ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ, ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÎÁÄ ÒÁÚÎÙÍÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÍÉ. ðÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÌÀÄÉ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ: ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ |ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ŒÁÓ ÅÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÐÏÌÑ k É ÅÓÌÉ ŒÙ ÚÁÄÁÄÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏ- ÌÅÍ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ X_A. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ A → X_A, É ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÅÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÆÕÎËÔÏÒ, Ñ ÏÂSSÑÓÎÑÔØ ÎÅ ÂÕÄÕ. ëÁÖÄÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÓÐÒÏÓÉÔØ Õ ÕÍÎÏÇÏ ÓÏÓÅÄÁ.

üÔÏ ÕÖÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÁËÉÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ |ÜÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ŒÏ- ÐÒÏÓ. éÎÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÎÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÅ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. á ÉÎÏÇÄÁ ÐÏÌÅÚ- ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. üÔÏ ÕÖÅ ÎÁÞÁÌÁ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ |ÜÔÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÇÒÕÐÐÁ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. ïÎÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÉÛØ ÐÏ- ÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÙ ŒÙÂÅÒÅÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A. ôÁË É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÐÏ ÔÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. á ÇÒÕÐÐÁ, ËÁË ÕÞÁÔ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ |ÜÔÏ ÎÅÞÔÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÙ ŒÙÂÅÒÅÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ A É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A. üÔÏ, ËÁË ŒÙ ÐÏ- ÎÉÍÁÅÔÅ, ÎÅ ÏÄÎÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á ÃÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÒÕÐÐ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ Ñ ÎÁÐÉÛÕ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ G_n ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ: G_n ⊂ Mat_n. é ÂÕÄÅÔ ÏÎÁ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: x_{ij} = 0 ÐÒÉ i > j É x_{ij} = 1 ÐÒÉ i = j. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ É ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ñ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ G_n |ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. þÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ, Ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ. ðÒÏŒÅÒÀ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ n = 3. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: (1 a_{12} a_{13} 0 1 a_{23} 0 0 1 ) , ÇÄÅ a_{ij} ∈ A. ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ (ÓÔÒÏÇÏ |ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ Ñ ÍÏÇÕ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÅ- ÇÏÄÎÑÛÎÅÊ ÌÅËÃÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÐÒÏ ÔÅ- ÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A = F_q |ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. úÄÅÓØ q = 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13,... îÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÅÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ 6, 10, 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÁÍÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ËÏÎÔÒÏÌØ- ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ |ÐÏÌÅ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÅ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÏ ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4.

éÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÚÄÅÓØ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ, ËÏÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÅÛØ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅ ÏÄÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á ÃÅÌÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÅÒÉÑ ËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, É ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÜÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ËÁËÉÅ-ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÄÅÁÌØÎÏ- ÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G_n(F_q ) ⊂ Mat_n(F_q ) ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ: n É q. ïÎÉ ÉÇÒÁ- ÀÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÕÀ ÒÏÌØ, ÈÏÔÑ É ÅÓÔØ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÅÓÔØ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏ-

ŒÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ n É ÍÅÎÑÔØ q. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÎÁÄ ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎ É ÄÁÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ- ÎÙÍÉ ÐÏÐÒÁŒËÁÍÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ n. á ŒÏÔ ÅÓÌÉ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ q É n ÕÓÔÒÅÍÌÑÅÍ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ, É ÄÁÖÅ ÓÁÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÏËÁ ÅÝÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÔŒÅÔÏŒ. œÏÔ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ Ñ É ÈÏÞÕ ÏÂÓÕÄÉÔØ: ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑ, ÔÏ ÚÄÅÓØ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÔ ÐÏÌÑ ÍÁÌÏ ÞÔÏ ÚÁŒÉÓÉÔ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÏÌÅÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÌÅÍ F_2 = {0, 1}, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÏÌÅ F_2 = {0, 1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÏÌÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÁËÓÉÏÍÙ, ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÀÝÅÊ, ÞÔÏ 0 ≠ 1. üÔÁ É ÔÏÌØËÏ ÜÔÁ ÁËÓÉÏÍÁ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÐÏÌÀ ÓÏÓÔÏ- ÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. é Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÜÔÁ ÁËÓÉÏÍÁ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ ÎÅÔ. é ÌÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ É Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ q ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 1. åÓÔØ ÄÁÖÅ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÁÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌÏÓÏÆÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ q = 1 Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÐÏÌÀ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÏ-

ÌÀ C . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, q = −1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÀ R. îÏ ÜÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ

ÔÅÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÎÅ ÈÏÞÕ ÓÅÊÞÁÓ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ŒÒÅÍÅÎÉ. öÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ Œ ĂóÏÞÉÎÅÎÉÑÈĄ áÒÎÏÌØÄÁ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Ñ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÕ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÈÏÔÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÂÕÄÕÔ É ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÐÏÌÅÊ.

íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ŒÏÐÒÏÓÁ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ. õÖ ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ÏÒÂÉÔÁÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÈÏ- ÒÏÛÏ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ËÁË-ÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ. é ÔÕÔ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÏÐÒÏÓ. œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. é ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ ÌÅÇËÏ, ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÎÉ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅÇËÏ. á ÄÁÌØÛÅ ÉÄÕÔ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ, É ÞÅÍ ŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÅÅ ËÌÁÓÓ ÏÒÂÉÔ, ÔÅÍ ÔÒÕÄÎÅÅ ÉÈ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ. üÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÐÏËÁ ÅÝÅ ÎÅ ÒÅÛÅÎ ÄÏ ËÏÎÃÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÎÅ ÒÅÛÅÎ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÐÏÌÑ. äÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ŒÏÚÎÉË ÏÞÅÎØ ÄÁŒÎÏ, ÌÅÔ 30 ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ. õÖÅ ÔÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÉÚŒÅÓÔÎÁ. õÖÅ ÔÏÇÄÁ ÂÙÌÏ ÎÅ-

ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ðÏÓÌÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉ- ÔÙ. úÁÄÁÞÁ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÌÁÓØ: ŒÍÅÓÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÏÚÎÉË ŒÐÏÌÎÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ |ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ É ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÎÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅ- ÎÅÅ, ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÒÂÉÔ ÎÅ ÐÏÄÄÁÅÔÓÑ ÌÅÇËÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ. é ÄÁÖÅ ÅÓÔØ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÄÅÓØ É ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÅ, ËÔÏ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ, ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÒÉÈÏÄÉÌÉ Ë ÕÂÅÖÄÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ É ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ, ÔÏ ÏÔ ÐÏÌÑ ÏÎÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÅÔØ. äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ |ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ. îÅÉÚŒÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ, ËÁË ÏÎÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÐÏÌÑ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÎÁÐÉÛÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÈ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. óÁ- ÍÁ ÇÒÕÐÐÁ G_n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

g = 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 ∗ ∗ ∗ 0 0 1 ∗ ∗ 0 0 0 1 ∗ 0 0 0 0 1 .

(äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÚÄÅÓØ n = 5.) îÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄ ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌØÀ |ÎÕÌÉ, Á ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ |ÌÀÂÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ |ÜÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. èÏÔÑ ÎÁÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_n ÔÅÐÅÒØ ÎÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏÌØËÏ Ó ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ:

g_n ∋ X = 0 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0 0 0 0 ∗ 0 0 0 0 0 .

üÌÅÍÅÎÔÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ:

g^∗_n ∋ F = 0 . . . . ∗ 0 . . . ∗ ∗ 0 . . ∗ ∗ ∗ 0 . ∗ ∗ ∗ ∗ 0 .

îÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, ÐÏÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÓÔÏÑÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Á ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÍÎÅ ÎÅ ÈÏÞÅÔÓÑ ÓÔÁŒÉÔØ ÎÕÌÉ |Ñ ÐÏÓÔÁŒÉÌ ÔÏÞËÉ. óÍÙÓÌ Œ ÜÔÏÍ ŒÏÔ ËÁËÏÊ. åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ. ðÅ- ÒÅÈÏÄ Ë ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ |ÜÔÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÅÎÑÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ ÓÁÍÏ ÓÅÂÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ. óÌÅÄ tr(F · X) |ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃ F É X. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ F ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÏÔ X, Á ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ X ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÏÔ F . ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ X ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ F . ôÁË ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Mat_n(F_q ) ÓÁÍÏ ÓÅÂÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ X É F ÎÁ xXx^{−1} É xF x^{−1}, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÉÚÍÅ- ÎÉÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ X É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ F . îÏ ÅÓÌÉ X ÐÒÏ- ÂÅÇÁÅÔ ÎÅ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔØ |ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏÇÄÁ Œ ÒÏÌÉ F ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ ÔÅÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÏÞËÉ ÎÁÄ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÓÔÏÑÔ ÌÀÂÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÍ ŒÎÉÍÁÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ:

K(x)F = [xF x^{−1}]_{ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔØ}.

íÁÔÒÉÃÕ F ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ÎÉÖÎÀÀ ÞÁÓÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ: ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ Ñ ÍÏÇÕ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ. íÁÔÒÉÃÕ F ÍÙ ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ g ÓÌÅ- ŒÁ É ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ g^{−1} ÓÐÒÁŒÁ:

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ g ÕËÁÚÁÎ- ÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ, Ë ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏÍ, Ë ÐÒÅÄÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÊ |ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÒÏË, É Ô. Ä. ìÅŒÁÑ ÓÔÒÅÌÏÞËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ g^{−1} ÓÐÒÁŒÁ, ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ. ëÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÄÏÂÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, É Ô. Ä. îÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌÏÞËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, Œ ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÌÉÑÎÉÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅŒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ŒÐÒÁŒÏ É ŒŒÅÒÈ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍ ÌÅŒÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. üÔÏ | ÐÒÉÍÅÒ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÉÎÏÒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÙÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÔÒÏË É ÄŒÕÈ ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÔÏÖÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ë ÅÇÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÊ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ É ÄÌÑ ÓÔÒÏË. ìÅŒÙÅ ÎÉÖÎÉÅ ÍÉÎÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ÏÂÏÚÎÁÞÕ ´_1, ´_2, . . ., ´_{[n/2]}, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ: ÐÒÉ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÜÔÉ ŒÅÌÉÞÉ- ÎÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉÒÁŒÎÑÅÍ ÜÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

´_1 = c_1, ´_2 = c_2, . . ., ´_{[n/2]} = c_{[n/2]}

ÚÁÄÁÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÏÂÝÉÈ (ÔÉÐÉÞÎÙÈ) ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ. þÔÏ ÚÄÅÓØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÔÉÐÉÞÎÙÅĄ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÜÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏ- ÇÏ n, ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ ÖÅ ËÁËÉÅ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÚÁÄÁÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÏ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÐÁÄÁÔØÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ ÏÒÂÉÔÙ. ëÁÒ- ÔÉÎÁ ÒÁÓÐÁÄÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÍÅÌËÉÅ ÏÒÂÉ- ÔÙ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÍÅÒÅ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÏÂÒÁÝÁÀ- ÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ, Ô. Å. ÐÏ ÍÅÒÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÐÁÄÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ-

ÝÅÊ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ŒÅÔŒÑÝÅÅÓÑ ÄÅ- ÒÅŒÏ. éÍÅÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ËÁË ÐÒÁ- ŒÉÌÏ, ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÄÎÁ ÏÒÂÉÔÁ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÏÒÂÉÔÁÍÉ, É ÔÁÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎ- ÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ: ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÎÉ ÎÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ, ÎÏ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ. ðÒÏ- ÉÓÈÏÄÉÔ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÇÄÅ ÏÐÑÔØ ÖÅ ÔÉÐÉÞÎÙÅ ÓÌÏÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ, Á ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÙ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÏŒÎÑ, É Ô. Ä. üÔÏÔ ŒÅÔŒÑÝÉÊÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑ- ÅÔÓÑ ŒÓÅ ÄÁÌØÛÅ É ÄÁÌØÛÅ, ÐÏËÁ ÏÎ ÎÅ ÄÏÈÏÄÉÔ ÄÏ ÏÒÂÉÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÄÏ ÔÏÞÅË. é ÐÏËÁ ÅÝÅ ÎÅ ÐÒÉÄÕÍÁÎ ÁÄÅËŒÁÔÎÙÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ŒÓÔÕÐÁÀ Œ ÎÏŒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÄŒÕÍÑ ŒÅÝÁÍÉ. ðÅÒŒÁÑ |ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. þÅÌÏŒÅË ÓÉÄÉÔ É ÞÔÏ-ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÔ É ÐÏÌÕÞÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÏÔÏÍ ÏÎ ÅÝÅ ÞÔÏ-ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÔ É ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. á ËÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØ- ËÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ÏÎ ÄÕÍÁÅÔ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÅ- ÏÒÉÅÊ. ïÂÙÞÎÏ ÕÓÐÅÈ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÊ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ. œ ÐÒÏÛÌÏÍ ŒÅËÅ ÌÀÄÉ ÓÉÄÅÌÉ ÇÏÄÁÍÉ, ÉÓÐÉÓÙŒÁÌÉ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÙ ÂÕÍÁÇÉ. óÅÊÞÁÓ ÌÀÄÉ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ, É ÎÅ ÇÏÄÁ- ÍÉ, Á ÍÅÓÑÃÁÍÉ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÉÓÁÔØ ÒÁÂÏÔÙ, ÎÁÄÏ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÔØ Œ ËÏÎËÕÒÓÁÈ ÎÁ ÚÁÍÅÝÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏÓÔÉ, É Ô. Ä. öÉÚÎØ ÕÓËÏÒÑÅÔÓÑ, ŒÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ÏÂÄÕÍÙŒÁÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÓÅ ÍÅÎØÛÅ É ÍÅÎØÛÅ. îÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜËÓÐÅ- ÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÒÏÃŒÅÔÁÅÔ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÏÔÞÁÓÔÉ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÄÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÎÅ ÏÚÁÂÏÞÅÎÙ ÓŒÏÉÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÍÏÇÕÔ ÄÕÍÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÒÅÍÅÎÉ. ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ëÏÎŒÅÊ É ëÏËÓÔÅÒ |ÄŒÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÐÒÏÞ- ÎÏ ÓÉÄÑÔ ÎÁ ÓŒÏÉÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÞÔÏ ÉÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ Ï ŒÅÝÁÈ ÎÁÓÕÝÎÙÈ, É ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÄÕÍÁÔØ Ï ÓÍÙÓÌÅ ÖÉÚÎÉ É Ï ÓÍÙÓÌÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. é ÏÎÉ ÏÂÁ ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÈ ŒÅ- ÝÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Õ ÔÅÂÑ ÅÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ŒÒÅ- ÍÑ É ÔÙ ÍÏÖÅÛØ ÅÇÏ ÔÒÁÔÉÔØ Œ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅ ëÏËÓÔÅÒÁ ÏÞÅÎØ ÐÒÉÇÏÄÎÏ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ |ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔØ. œÔÏÒÁÑ |ÜÔÏ ÎÁ- ÕËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÝÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÄÁÖÅ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÎÁÕËÁ, ÎÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ ÕÖÅ ÅÓÔØ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ |ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅ- ÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÇÄÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ. åÓÌÉ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÎÅ Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ, Á ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, ÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏ-

ÒÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏ. ôÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅÍÎÏÇÏ, É ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÎÁÈÏ- ÖÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. îÏ ÌÅÔ 10 ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ ÂÙÌÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Á ÄÁÌØÛÅ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. é ÎÅ ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÅÌÏŒÅË ÔÕÐ, Á ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉÒÏÄÁ ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ: ÐÅÒŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÉ, Á ÄÁÌØÛÅ ÎÁÓÔÕÐÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÈÁÏÓ, ÇÄÅ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ.

þÔÏ-ÔÏ ÐÏÈÏÖÅÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ É Œ ÔÏÊ ÎÁÕËÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÒÁÓÓËÁÚÙ- ŒÁÀ. œÎÅÛÎÅ ÜÔÏ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜËÓÐÅÒÉ- ÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ŒÚÑŒ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÐÒÏÄÅÌÁŒ ÔÕÐÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. œÏÚØÍÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ 1, 2, 3, É Ô. Ä., É ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÔÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÓÅÊÞÁÓ ŒÙÐÉÛÕ. þÔÏÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÕÂÅ- ÄÉÔÅÌØÎÁ, ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÚÄÅÓØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÏ ÔÅÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ, ÐÏËÁ ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 1. çÒÕÐÐÁ ìÉ ÓÏÓÔÏÉÔ É ÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 1, ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 0. üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÏÊ.

äÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ( 1 a 0 1 ) . äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ( . . x . ) . îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2 ÏÒÂÉÔÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÓÁÍÏ x ÐÒÉ- ÎÉÍÁÅÔ 2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

äÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÕÖÎÏ ÕÖÅ ÎÅÍÎÏÖËÏ ÓÞÉÔÁÔØ. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ 1 a b 0 1 c 0 0 1 . äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ . . . x . . z y . .

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: (x, y, z) → (x + az, y − bz, z).

ñ ÎÁÒÉÓÕÀ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÏ ËÁÒÔÉÎËÁ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ ÎÁÒÉÓÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÒÂÉÔÙ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ŒÏÔ ËÁË: z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ (ÜÔÏ ÔÏÔ ÓÁÍÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ´_1, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÏÂÓÕÖÄÁÌÓÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = const ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. åÓÌÉ z ≠ 0, ÔÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÐÏÄÂÏÒÁ a É b ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ x É y ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÝÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ z = 0, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏÂÁŒËÉ ÔÏÖÅ ÎÕÌÅŒÙÅ É ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0 ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÔÏÖÅ ÞÅÔÎÁ.

îÁÇÌÑÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÔÁË. îÁÒÉÓÕÅÍ ÔÏÌ- ÓÔÕÀ ÏÓØ z, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÌÓÔÙÈ ÔÏÞÅË |ÏÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÒÂÉÔÁÍ. ïÄÎÕ ÔÏÞËÕ z = 0 ÎÕÖÎÏ ŒÙÒÅÚÁÔØ É ŒÍÅÓÔÏ ÎÅÅ ŒËÌÅÉÔØ ÃÅÌÕÀ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÝÉÈ ÔÏÞÅË. ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, É ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏ ÔÏÌÓÔÏÊ ÏÓÉ z, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÔÏ- ÝÉÅ ÔÏÞËÉ. ôÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÔÉÐÉÞÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÒÂÉÔ. ïÎÁ ÖÅ, ËÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ É Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÓŒÏÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, É ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÒÂÉÔ.

ôÅÐÅÒØ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÐÏÌÀ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÌÓÔÙÈ ÏÒÂÉÔ ÒÁŒ- ÎÏ q − 1, Á ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÝÉÈ ÏÒÂÉÔ ÒÁŒÎÏ q^2. œÓÅÇÏ ÂÕÄÅÔ q − 1 + q^2 ÏÒÂÉÔ. úÁÍÅÞÕ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ q. üÔÏ ÆÁËÔ ÏÂÝÉÊ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁÂÌÉÞËÕ

n −1 0 1 2 3 4 5 O(n) 1 1 1 2 5 16 61

ñ ÄÏÐÏÌÎÉÌ ÔÁÂÌÉÞËÕ ÄŒÕÍÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ: ÞÉÓÌÏÍ ÏÒÂÉÔ ÄÌÑ n = 0 É ÄÌÑ n = −1. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÉÚ ÓÏŒÓÅÍ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, É ÔÏÇÄÁ ÏÎÁ ËÁË ÒÁÚ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÔÒÅÈ ÅÄÉÎÉÃ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÓÄÅÌÁÀ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ Ï ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÔÏÞÎÏ ÒÅÛÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÄÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÁ ŒÙÐÉÓÁÎÁ, ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ŒÅÓØÍÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ É ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ ŒÏ ÍÎÏ- ÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ. îÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Õ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÍÅÓÔÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÏÑÔØ 272, Á ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÐÒÉ n = 6 ÒÁŒÎÏ 275. æÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ K_n, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ: ∑ n≥0 K_n x^n n! = tg x + sec x.

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÐÏÔÏÍ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÜÔÏÊ ÈÏÒÏÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

œ ÔÁËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÅÌÏ ÎÁÈÏÄÉÌÏÓØ ÕÖÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÁŒÎÏ, ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÊ ÄÏËÌÁÄ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ ÂÙÌ ÕÖÅ ÇÏÄÁ ÄŒÁ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ. ôÏÇÄÁ ÂÙÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÜÔÉ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÂÙÌÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÈ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÅ Œ ÛÅÓÔÏÍ ÞÌÅÎÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÏ É ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ q-ÁÎÁÌÏÇ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ K_n. þÌÅ- ÎÁÍÉ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ q. ïÎÉ ÔÏÖÅ, ËÁË É ÞÉÓÌÁ K_n, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ üÊÌÅÒÁ-âÅÒÎÕÌÌÉ. ïÎ ÏÐÑÔØ ÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ĂóÏÞÉÎÅÎÉÑÈĄ áÒÎÏÌØÄÁ. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË üÊÌÅÒÁâÅÒÎÕÌÌÉ ÉÍÅÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ q-ÁÎÁÌÏÇ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ q. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÁÍ ÅÓÔØ ÅÝÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒ t, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÄÁÖÅ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÏÎÉ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ q ÐÒÉ t = 1. ôÁË ŒÏÔ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ q, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (t − q)(t − q^2). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒ t ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÉÓ- ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ q É q^2, ÔÏ ÎÅŒÑÚËÁ ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ.

ïÂSSÑÓÎÀ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ ŒÓč ÐÏÄÒÏÂÎÏ. íÙ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ g^∗_n(F_q ) ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ (ÚÄÅÓØ n |ÐÏÒÑÄÏË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ). üÔÏ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q , ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ |g^∗_n(F_q )| = q^{n(n−1)/2}. üÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÓÐÁÄÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ. ëÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ˙ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÁ (ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÏÒÂÉÔÁ ˙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q^{2r} ÔÏÞÅË). íÙ ÍÏÖÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÏÒÂÉÔÙ ÐÏ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÎÁ- ÓÉÌØÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ, ÎÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÍÙÓÌ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ. ðÕÓÔØ a^r_n(q) |ÞÉÓÌÏ 2r-ÍÅÒÎÙÈ ÏÒÂÉÔ Œ g^∗_n(F_q ). äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a^r_n(q), ÚÁŒÉ- ÓÑÝÅÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ n É r, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P_n(t, q) = ∑ a^r_n(q)t^r. ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: t É q. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒËÌÀÞÅÎÁ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË üÊÌÅÒÁ-âÅÒÎÕÌÌÉ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ n = 5. ðÒÉ n = 6 ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÉÃÁ, ÎÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ (t − q)(t − q^2). ðÒÉ t = q ÉÌÉ q^2 ÜÔÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÐÒÏÐÁÄÅÔ. äÌÑ t = q^2 ÜÔÏ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, t ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÅÔ ÏÒÂÉÔÙ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, É ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ t = q^2, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑ- ÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÏÒÂÉÔÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2r ÇÒÕÐÐÏÊ ÉÚ q^{2r} ÔÏÞÅË. üÔÏ |ÐÒÏÓÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË Œ ÏÒÂÉÔÅ, Á ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÌÅÇÞÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ: ÏÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÎÁ t − q^2 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ. á ŒÏÔ ËÏÇÄÁ t = q, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÎÁ ÏÒÂÉÔÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÅÔÏÄÕ ÏÒÂÉÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÎÉÅ: ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÎÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ, Á ÓÕÍÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ. üÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÕÖÅ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÁ ÄÁÌØÛÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ. ïËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ t = q, ÔÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÁÌØÛÅ, É ÐÒÏŒÅÒÅÎÏ ÏÎÏ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ n = 11. üÔÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÏ ÂÏÌØÛÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ Ñ ÌÉÞÎÏ ÎÅ ÓÐÏÓÏÂÅÎ, ÎÏ Ñ ÎÁÛÅÌ ÓÅÂÅ ÓÏÁŒÔÏÒÁ, áÎÀ íÅÌØÎÉËÏŒÕ ÉÚ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ œÅÊÃÍÁÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÍÏÇ- ÌÁ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ. ïÎÁ ÐÒÏÄÅÌÁÌÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÕÂÅÄÉÌÁÓØ, ÞÔÏ ÄÏ n = 11 ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. íÙ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÄÏŒÁÌÉÓØ, ÎÏ ÐÒÉÛÌÏ ÉÚŒÅÓÔÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 13 ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÁ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÉŒÅÄÕ, Á ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÏÐÒÏŒÅÒÇÁÅÔÓÑ ÎÅËÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ.

üÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ |ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÉÊ ÐÒÉ- ÍÅÒ Ë ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ, Ñ ÂÙ ÄÁÖÅ ÓËÁÚÁÌ ÂÏÌÅÅ ÎÁ- ÈÁÌØÎÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÒÁÂÏ- ÔÁÅÔ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐ. ôÏÇÄÁ,

Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. á ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÒÎÁ, ÔÏ ŒÓÅ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ (ÄÌÑ ÐÏÌÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). á ÕÖÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ËÁË ÚÎÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓŒÏÅÍÕ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÍÕ: g ∼ g^{−1}. ëÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ, Á ÈÁ- ÒÁËÔÅÒ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ g |ÜÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÅ g^{−1}. äÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏËÕÒÓ- ÎÉËÁ. éÍÅÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F_2. óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ ÌÉ ÏÎÁ ÓŒÏÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÌÉ ÎÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ? åÓÌÉ ÂÙ ÒÅÞØ ÛÌÁ ÏÂÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÅ ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÁ- ÂÏÒÕ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ÂÌÏËÏŒ, Á ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ÂÌÏËÉ Õ ÓÁÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É Õ ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ. îÏ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÔŒÅÔ ÎÅ ÔÁËÏÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ. äÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 13 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅŒÅÒÎÁ ÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÔÕÐÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅ- ÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ. üÔÏ ÖÁÌØ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ñ ÎÅÍÎÏÖËÏ ÐÏÓÐÅÛÉÌ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÁÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÅÝÅ ÎÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ t = q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. œÅÒÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÉÍÅÌ Œ ŒÉÄÕ, ÎÅ ÇÏ- ÄÉÔÓÑ. óÁÍÉ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ËÒÁÓÉŒÙ, ÞÔÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÏÎÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÇÏÄÉÔØÓÑ.

þÁÓÔØ 2

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÈÏÔÑ É ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÊ, ÎÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÓÌÕÛÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ. ñ ÎÁÄÅÀÓØ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ŒÅÝÉ. ñ ÈÏÞÕ ÒÁÓ- ÓËÁÚÁÔØ Ï ÚÁÄÁÞÁÈ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ. èÏÔÑ ÓÁÍ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (É ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ) ÇÒÕÐÐÁÍ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÅÇÏ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ ÔÏÖÅ.

îÁÞÎÕ Ñ Ó ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉÞÅÇÏ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ Œ ÓÔÉÌÅ ÔÅÈ ÚÁÎÑÔÉÊ Ó ÍÏÌÏÄÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÄÕÔÓÑ Ó ÍÏÌÏÄÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ ÚÄÅÓØ Œ îÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ, É ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÖËÏŒ. ñ ÂÕÄÕ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ-

ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ñ ÕŒÅÒÅÎ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ, É ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÐÒÁŒÄÁÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 5 ÒÁÚÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ A_n(q), B_n(q), C_n(q), D_n(q) É Y_n(q). üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ ìÉ ÓÅÒÉÊ A, B, C, D. ôÅÍ, ËÔÏ ÂÙÌ Œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ, Ñ ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÞÅÓËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. óÁÍ ÎÁÂÏÒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ñ ÂÕÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ^G. üÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ^G Ñ ÂÕÄÕ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ l, Á ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ l, ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ p_l. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p_l |ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ G → GL(d(l), C). çÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ, É ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p_l : G → U(d(l)) ⊂ GL(d(l), C).

îÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ d(l) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÚÁÍÅ- ÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÅ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ∑ d^2(l) = #G.

(úÄÅÓØ #G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G). á ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÓÕÍÍÕ ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ∑ d^0(l) = # ^G.

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÜÔÉ ÄŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÏŒÁÔØ É ŒÓÔÁŒÉÔØ ÍÅÖ- ÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÉÈ d(l): ∑ d(l) = ? œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. îÏ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ. üÔÏ ÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÙÅ ÁÐÒÉÏÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ.

ñ ÓÄÅÌÁÀ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ É ÎÁÐÏÍÎÀ ÔÅÍ, ËÔÏ ÚÎÁÅÔ, É ÓÏÏÂÝÕ ÔÅÍ, ËÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÔÉÐÁ:

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÉÐ: ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ p_l ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ, Ô. Å.

ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÁ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÚÁ- ÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ;

ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÉÐ: ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ p_l ÎÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ p_l (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ŒÙÂÒÁŒ ÂÁÚÉÓ É ÚÁÍÅÎÉŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ: ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ);

ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÊ ÔÉÐ: ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ p_l ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ, ÎÏ p_l ∼ p_l.

ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÊ ÔÉÐ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÓÁÍÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÔÉÐ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ïÎ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÞÅÔÎÁ É ÜÔÏ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÓÕÖÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÉÚ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

óÁÍÙÊ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ |ÇÒÕÐÐÁ SU(2), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÈ 1. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÁÑ, ÎÏ Õ ÎÅÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ. ôÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ SU(2) ËÁË ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÏ- ÒÑÄËÁ 2 Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

îÁÚÏŒÅÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ l ÞÉÓÌÏ

ind l =

1, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ l ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ; 0, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ l ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÉÐÁ; −1, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ l ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ çÅÒÍÁÎÁ œÅÊÌÑ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ÜÔÏÔ ÉÎÄÅËÓ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ: ind l = 1 #G ∑ g∈G tr p_l(g^2).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. óÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÐÒÏÓÔÏ. äÁÖÅ ÎÅ ŒÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÈ Ñ ÓÐÒÁÛÉŒÁÌ, ÍÏÇÌÉ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÒÁÚÕ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ

ÏÎÉ ÅÇÏ ÒÁÎØÛÅ ÎÅ ÚÎÁÌÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÄÅÓØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕËÁÚÁÎÉÅ. ñ ÎÅ ÚÎÁÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ. ôÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÓÁÍ ÐÒÉÄÕÍÁÌ, ÍÎÅ ÏÞÅÎØ ÎÒÁŒÉÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ ÈÏÞÕ ÅÇÏ ÐÒÏ- ÐÁÇÁÎÄÉÒÏŒÁÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C[G] ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÁÛÅÊ ÇÒÕÐÐÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÂSSÅËÔÅ, ÎÁ ^G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C Mat[ ^G]. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ, ËÁË É ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ æÕÒØÅ. á ÔÏÞÎÁÑ ÅÇÏ ÚÁÐÉÓØ ÔÁËÏŒÁ: ÆÕÎË- ÃÉÉ f ∈ C [G] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ

~f(l) = ∑ g∈G f(g)p_l(g).

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ l ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ p_l ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ÍÁÔÒÉ- ÃÕ p_l(g) ÐÏÒÑÄËÁ d(l). íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ, ÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÄÁÅÔ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÒÑÄ æÕÒØÅ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ.

éÚ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ C[G] É C Mat[ ^G]. üÔÏ, ËÓÔÁ- ÔÉ ÓËÁÚÁÔØ, É ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÏ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ: ÓŒÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C [G] ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÀ f Œ ÆÕÎËÃÉÀ »f, ÇÄÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ »f(g) = f(g^{−1}). œÙÞÉÓÌÉÍ ÓÌÅÄ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C [G], ŒÙ- ÂÒÁŒ ÔÁÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {q_g}: ÆÕÎËÃÉÑ q_g ÒÁŒÎÁ 1 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ g É ÒÁŒÎÁ 0 ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. óÌÅÄ |ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁŒÎÙ ÓŒÏÅÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ: ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÑÔ ÓÁÍÉ Œ ÓÅÂÑ, Á ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÄÒÕÇÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ g = g^{−1} ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ g^2 = 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ËŒÁ- ÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ. éÔÁË, ÅÓÌÉ Inv(G) |ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ G, ÔÏ tr V = # Inv(G).

ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V ÍÏÖÎÏ, ÓÄÅÌÁŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ ÎÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ, Á ÎÁÂÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, Á ÉÈ ÐÏÒÑÄËÉ ÒÁŒÎÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍ

ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. æÕÎËÃÉÉ f ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉÃ ~f(l_1), . . ., ~f(l_n) ÐÏÒÑÄËÏŒ d_1 = d(l_1), . . ., d_k. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ V ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ.

åÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÁÔÒÉÃÕ Œ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ: A → A^t =^TA. ìÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ, ËÁËÏÊ ŒËÌÁÄ Œ ÓÌÅÄ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ. îÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÎÅ ÄÁÀÔ ŒËÌÁÄÁ, Á ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÁÀÔ ŒËÌÁÄ, ÒÁŒ- ÎÙÊ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ, ÒÁŒÎÙÊ ÓŒÏÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ: ÏÎÉ ÎÅ ÄÁÀÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉËÁËÏÇÏ ŒËÌÁÄÁ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ p_l É p_l ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ V ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ: ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ l É l ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÜÔÏ ÄŒÅ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ^G. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ V ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ, É ÜÔÏ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ŒËÌÁÄÁ Œ ÓÌÅÄ.

ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ÓÌÏÖÎÅÅ. üÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÁË ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÐÏÓÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁ- ÃÉÉ ÄÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, É ÞÔÏ Ó ÎÉÍÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. ñ ÓËÁ- ÖÕ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ëÁÖÄÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ, ÒÁŒÎÙÊ ÓŒÏÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ.

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ŒÓč ÜÔÏ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÁ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÃÅÌÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

# Inv(G) = tr(V ) = ∑ l∈ bG ind(l)d(l).

þÉÓÌÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙ. ôÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ 1, É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, ÔÏ

# Inv(G) = ∑ l∈ bG d(l). œÓč ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÐÒÉÓËÁÚËÏÊ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. óÅÇÏÄÎÑÛÎÑÑ ÍÏÑ ÌÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÊ ÐÑÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÇÉÐÏÔÅÚÙ

Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ñ ÕÖÅ ÐÏÞÔÉ ÇÏ- ÔÏŒ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÎÏ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÐÏÞÔÉ. îÕÖÎÙ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÑÈ. îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ Ñ ŒŒÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ F_q ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÉÚ q ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ, ÇÄÅ q = p^k É p |ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ q. é ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ ÂÕËŒÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÐÙÔËÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ- ŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÄÌÑ q ≠ p^k. îÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÒÅÛÅÎÎÁÑ, ÎÏ ÄÁÖÅ É ÎÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ Ñ ÐÏËÁ ÐÒÏ ÎÅÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÕ. èÏÔÑ, ËÁË ÏÔÍÅÞÁÌ áÒÎÏÌØÄ Œ ÓŒÏÅÊ ËÎÉÖËÅ, ÓÁÍÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ |ÜÔÏ ÔÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÝÅ ÄÁÖÅ É ÎÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁÎÙ. œÏÔ ÜÔÏ |ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G_n(F_q ), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ g ÐÏÒÑÄËÁ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÎÁÄ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÀ ÓÔÏÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_q . ðÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÅÎ q^{n(n−1)/2}, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ n(n − 1)/2 ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÒÏŒÎÏ q ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ |ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ. îÏ ÅÓÌÉ q = 2^l, ÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ n ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, Á ÐÒÉ n = 13 ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÍÙ ÚÁËÒÏÅÍ ÇÌÁÚÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ (Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ q = 2^l). ôÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

# Inv(G) = ∑ l∈ bG d(l)

ÄÁÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. á ÄÌÑ ÐÏÌÑ ÉÚ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÎ- ŒÏÌÀÃÉÉ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ g Œ ŒÉ- ÄÅ g = 1_n + X, ÇÄÅ 1_n |ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ g^2 = 1_n + 2X + X^2 = 1_n + X^2, ÔÁË ËÁË Œ ÐÏÌÅ ÉÚ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 2X = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ g^2 = 1_n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ X^2 = 0.

ðÏÓÔÁŒÉÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ X Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ F_q , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ X^2 = 0.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ A_n(q) ËÁË ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ X^2 = 0 Œ ŒÅÒÈ- ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÐÏÒÑÄËÁ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ F_q . úÄÅÓØ ÉÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÅ q, Á É ŒÓÅ ÄÒÕÇÉÅ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A_n(q) |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ q.

üÔÏ |ÈÏÒÏÛÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, Õ ŒÁÓ ÅÓÔØ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, É ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÜÔÏÍ ÏÂSSÅËÔÅ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÎÁÕËÏÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚÏÂÒÅÔÁÅÔÓÑ ÓŒÏÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ. îÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕ- ÇÉÅ ÎÁÕËÉ ÔÏÖÅ ÎÁÕËÁÍÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ. ëÏÇÄÁ-ÔÏ àÒÉÊ éŒÁÎÏŒÉÞ íÁÎÉÎ ÏÂSSÑÓÎÑÌ ÍÎÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÕËÏÊ, ÐÏÔÏ- ÍÕ ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÒÅÛÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Á ËÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ. åÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÂÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÝÉÅ ÐÒÉÅÍÙ, ÎÏ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ ÄŒÕÈ ÉÌÉ ÓÁÍÏÅ ÌÕÞÛÅÅ Œ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, Á ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÏÌØÛÅ, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÅÄËÏ ÂÙŒÁÅÔ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÉÎ- ÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÅÍÁÍ. œÏÔ ÔÁË É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. ïÎÁ ÔÏÖÅ ÕÍÅÅÔ ÒÅÛÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. óÌÏŒÏ ĂÎÅÓËÏÌØËÏĄ ÍÏÖÅÔ ÚÄÅÓØ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÙÓÑÞ, ÎÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÙÓÑÞ ËÏÎ- ËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÍÅÅÔ ÒÅÛÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ.

ëÁË ÖÅ ÒÅÛÉÔØ ÎÁÛÕ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ? åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ A_{n+1}(q) ÞÅÒÅÚ A_n(q). îÏ Ñ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÍÅÀ, É, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÜÔÏÇÏ ÎÉËÔÏ ÐÏËÁ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÍÅÅÔ. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÅÍÎÏÇÉÈ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÈ ÐÒÉÅÍÏŒ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÁŒÁÊÔÅ ÕÓÌÏÖÎÉÍ ÚÁÄÁÞÕ, ÔÏÇÄÁ ÒÅÛÉÔØ ÅÅ ÂÕÄÅÔ ÌÅÇÞÅ. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ ÔÉÐÙ ÐÏ ÒÁÎÇÕ ÍÁÔÒÉÃÙ: A^r_n(q) = {X ∈ A_n(q) | rk X = r}. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÚÁÄÁÞÁ ÕÓÌÏÖÎÉÌÁÓØ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÒÁÚÕ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË É ŒÏ ÍÎÏ- ÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÔÁËÏÅ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÐÒÏÝÅÎÉÀ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ A^r_n(q) ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ.

üÔÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ X = (X x 0 0 ) . ñÓÎÏ, ÞÔÏ X^2 = ( X^2 Xx 0 0 ) . ðÏÜÔÏÍÕ

X 2 = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ X^2 = 0 É Xx = 0. þÉÓÌÏ ÒÅÛÅ- ÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ X^2 = 0 ÍÙ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ: ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ. á ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Xx = 0 ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÎÇÁ ÍÁÔÒÉÃÙ X. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. îÏ ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ rk X = r, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÏÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÚÎÁÑ ËÏÅ-ÞÔÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ, ËÁËÉÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ X . ïÎ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ ÎÅ

ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ, ÌÉÂÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÎÁ 1. þÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ X É x, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÇËÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÔÓÑ. îÁ ÜÔÏÍ Ñ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀ ÓŒÏÉ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ É ŒÙÐÉÓÙŒÁÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

A^{r+1}_{n+1}(q) = q^{r+1}A^{r+1}_n (q) + (q^{n−r} − q^r)A^r_n(q).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ q ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ŒÅÓØÍÁ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ A^r_n, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÔØ ÓÁÍÙÊ ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A^0. á ÏÎ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÒÁŒÅÎ 1. ðÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. îÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ∑ r A^r_n(q) = A_n(q), ÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÍÁÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ, ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Ñ ÎÁÒÉÓÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A_n:

A_0 = 1, A_1 = 1, A_2 = q, A_3 = 2q^2 − q, A_4 = 2q^4 − q^2, A_5 = 5q^6 − 4q^5, A_6 = 5q^9 − 5q^7 + q^5, A_7 = 14q^{12} − 14q^{11} + q^7, A_8 = 14q^{16} − 20q^{14} + 7q^{12}, A_9 = 42q^{20} − 48q^{19} + 8q^{15} − q^{12}, A_{10} = 42q^{25} − 75q^{23} + 35q^{21} − q^{15}, A_{11} = 132q^{30} − 165q^{29} + 44q^{25} − 10q^{22}.

ñ ÎÁÐÏÍÎÀ ÓÍÙÓÌ A_2(q) |ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ X^2 = 0 Œ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ X^2 = 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (Ó ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). üÔÏ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ A_2(q) = q.

œ ÔÁÂÌÉÞËÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄÕÔ 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ, ÚÁÔÅÍ ÉÄÕÔ 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÄŒÕÍÑ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, ÚÁÔÅÍ 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÔÒÅÍÑ ÍÏÎÏÍÁ- ÍÉ, ÚÁÔÅÍ 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÍÏÎÏÍÁÍÉ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÄŒÁ ÄÎÑ, ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÔÒÉ, Ñ ÓÍÏÔÒÅÌ ÎÁ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÏÎÁ ÂÙÌÁ ŒÙÐÉÓÁÎÁ ÄÏ

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 20) É ÎÁÛÅÌ Œ ÎÅÊ ÍÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚŒÏÌÑÌÉ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÔØ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ. é ÔÏÌØËÏ ÐÏÔÏÍ ÄÏÇÁÄÁÌÓÑ, ËÁËÏÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ.

óÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ |ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ. œÓÅ ÚÎÁ- ÀÔ, ËÁË ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ. äÁŒÁÊÔÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÔÁŒÉÍ ÚÅÒËÁÌÏ É ÚÁÐÒÅÔÉÍ ÚÁ ÜÔÏ ÚÅÒËÁÌÏ ÚÁÈÏÄÉÔØ: 1 1 1 1 2 1 2 3 1

5 4 1 5 9 5 1

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÓÔÏÑÔ ËÁË ÒÁÚ ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ. îÏ ÚÅÒËÁÌÏ ÍÅÛÁÅÔ. èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÅÇÏ ÕÂÒÁÔØ, Á ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ. ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÆÉÚÉËÉ, ÚÅÒËÁÌÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ. œ ÚÅÒËÁÌØÎÏÍ ÍÉÒÅ ÅÝÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÚÎÁËÉ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁ- ÚÕÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÕ, ÞÔÏ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÚÅÒËÁÌÅ ŒÓÀÄÕ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ:

−1 1 −1 0 1 −1 −1 1 1 −1 −2 0 2 1 −1 −3 −2 2 3 1 −1 −4 −5 0 5 4 1 −1 −5 −9 −5 5 9 5 1

ìÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ðÁÓËÁ- ÌÑ: ÏÄÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ ÒÁÓÔÅÔ ÉÚ 1, Á ÄÒÕÇÏÊ |ÉÚ −1.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀ ŒÁÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ëÁÔÁÌÁÎÁ É ÓÒÁŒ- ÎÉÔØ ÅÇÏ Ó ÔÁÂÌÉÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. üÔÏ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ. îÏ ÜÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. äÏËÁÚÁÎÁ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ- ÄÁŒÎÏ, É ÜÔÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÏ ÕÓÉÌÉÊ ÄŒÕÈ ËÒÕÐÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏŒ. ïÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÕÀ ÉÍÉ ÒÁÎÅÅ ÔÅÏÒÉÀ. óÅÊÞÁÓ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ËÎÉÖËÁ ÐÏÄ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ ĂA = BĄ. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÖËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÅËÏÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ: ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÐÉÛÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ A = B, Á ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÉÛÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ

ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÒÎÁÑ. ïÄÉÎ ÉÚ ÁŒÔÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÉÍ ÐÁÒÔÎÅ- ÒÏÍ ÐÏ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÕ Œ æÉÌÁÄÅÌØÆÉÉ. ëÏÇÄÁ Ñ ÅÍÕ ÓÏÏÂÝÉÌ, ÞÔÏ Õ ÍÅÎÑ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ, ËÏÔÏÒÕÀ Ñ ÎÅ ÍÏÇÕ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÏÎ ÏÔŒÅÔÉÌ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ËÎÉÖËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ. ñ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÍ ÚÁÓÕÎÕÔØ ÍÏÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Œ ÉÈ ËÎÉÇÕ. ïÎÉ ÚÁÓÕÎÕÌÉ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÓÒÁÚÕ ÎÅ ÓÒÁÂÏÔÁÌ, ÎÏ ÏÎÉ ÐÏÄÎÁÔÕÖÉÌÉÓØ É ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÄÏŒÅÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏ ËÏÎÃÁ.

åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ c_{1,−1} = −1 É c_{−1,1} = 1, ÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ c_{k,l} ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ c_{k,l} = c_{k−1,l−1} + c_{k−1,l+1}. þÔÏÂÙ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÄŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ.

œŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏŒÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÕÀ Ñ Œ ÞÅÓÔØ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀ C_n:

C_n(q) = ∑ s≡n+1(2)≡(−1)n(3) c_{n+1,s} q^{n2}4^{+ 1}

�s^2_{12} . üÔÏ |ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ëÁÔÁ- ÌÁÎÁ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ A_n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. A_n(q) = C_n(q).

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÎÉÖËÉ ĂA = BĄ.

íÙ ÕÖÅ ŒÙÐÏÌÎÉÌÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ |ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ C_n ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÑŒ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÎÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ ÎÉËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. ðÒÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ A_n ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ: ÅÓÌÉ q |ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ, ÔÏ A_n(q) |ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ X^2 = 0 Œ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q . îÏ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. é ŒÏÔ ÔÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÅÔ É ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ É ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÀ. ñ, ËÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ñ ÎÅ ÍÏÇÕ ÎÉ ÓÌÏŒÁ ÐÏÎÑÔØ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÉÄÕÍÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÛÁÇ Œ ÎÁÕËÅ, É ÍÙ Ó ÕÄÏŒÏÌØÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÐÕÂÌÉËÕÅÍ.

îÁÒÑÄÕ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ðÁÓËÁÌÑ ÅÓÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÈÉÔÒÙÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË, Ï ËÏÔÏÒÏÍ Ñ ÌÉÞÎÏ ÕÚÎÁÌ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ áÒÎÏÌØÄÁ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ

4 ÇÏÄÁ ÎÁÚÁÄ. á ÉÚ ÎÏŒÏÊ ËÎÉÖËÉ áÒÎÏÌØÄÁ Ñ ÕÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÔÁ ÌÅÔ. îÏ ËÏÍÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏ É ÇÄÅ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ. ëÏÓŒÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙŒÏÄ, ÞÔÏ ÎÅ áÒÎÏÌØÄ ÜÔÏ ÐÒÉÄÕÍÁÌ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÅÍÕ ÓÔÁ ÌÅÔ ÅÝÅ ÎÅÔ. üÔÏ |ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË üÊÌÅÒÁ-âÅÒÎÕÌÌÉ. ïÎ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÐÏÈÏÖÉÍ ÎÁ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ, ÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÅÌÎÏÞÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ. ðÒÁŒÉÌÏ ÔÁËÏÅ: ÎÕÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁ- ŒÏ, ÐÏ ÞÅÔÎÙÍ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, É ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÕÖÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ Ó ÎÕÌÑ. á ŒÏ ŒÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ.

îÕÌÅŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1. ðÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 0 É 1. œÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÕÖÅ ÎÅ ÓÌÅŒÁ, Á ÓÐÒÁŒÁ. óÔÁŒÉÍ 0 É ÄŒÉÖÅÍÓÑ ŒÌÅŒÏ: ÂÅÒÅÍ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÏËÉ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÏËÉ ÓŒÅÒÈÕ, Ô. Å. ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ É ÞÉÓÌÁ ÓÐÒÁŒÁ ŒŒÅÒÈÕ. úÁÔÅÍ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÓÔÒÏËÕ ÓÌÅŒÁ. óÎÁÞÁÌÁ ŒÓÅÇÄÁ ÓÔÁŒÉÍ 0, Á ÚÁÔÅÍ ÂÅÒÅÍ ÓÕÍÍÙ ÐÁÒ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÞÉÓÅÌ: 1 0 1 1 1 0 0 1 2 2 5 5 4 2 0 0 5 10 14 16 16 61 61 56 46 32 16 0 272 œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÄÕÔ ÎÕÌÉ.

á ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÞÉÓÌÁ (1, 1, 5, 61, . . .) ÉÚŒÅÓÔÎÙ Œ ÎÁÕËÅ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ üÊÌÅÒÁ. œ ÌÀÂÏÍ ÓÐÒÁŒÏÞÎÉËÅ ÐÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÅÓÔØ ÔÁÂÌÉÃÁ ÞÉÓÅÌ üÊÌÅÒÁ. ïÎÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ E_n É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ ∑ n≥0 E_n x^n n! = 1 cos x . ëÁÖÅÔÓÑ, ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ ÂÙÌÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÁËÏÅ.

åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÐÒÁŒÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÒÕÇÉÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. óÁÍÉ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ. á Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÒÎÕÌÌÉ ~B_n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ B_n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

~B_n = B_n^{22n(22n−1)}_{2n} . îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ ∑ n>0 ~B_n x^n n! = tg x.

üÔÏ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÙÞÎÏ ÓËÒÙŒÁÀÔ ÏÔ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÍÅÈÍÁÔÁ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ, ÎÏ É 1/ cos x É ÔÁÎÇÅÎÓ ÔÏÖÅ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ (ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÁ É ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ).

ïÔÄÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÁ É ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÕÄÎÏ, Á ŒÅÓØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ŒÍÅÓÔÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÅÇËÏ.

íÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ŒÓÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. üÔÏ ÔÏÖÅ ÈÏÒÏÛÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ôÏÔ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ Œ ÜÔÕ ÎÁÕËÕ ŒÎÅÓ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ üÊÌÅÒÁ-âÅÒÎÕÌÌÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ, ÔÕÄÁ ŒÈÏÄÑÝÉÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ q É t. úÁÍÅÎÑÔØ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ |ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. åÇÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÉÎ- ÃÉÐÏÍ q-ÁÎÁÌÏÇÁ. íÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒŒÏÎÁ- ÞÁÌØÎÏ ËÁÖÕÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÕÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ- ŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁËÏÊ. ãÅÌÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÀÔ ÇÒÁÄÕÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍÉ, Ô. Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÚÁÎÕ- ÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ôÏÇÄÁ, ÞÔÏÂÙ ÕÞÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ, ÎÕÖÎÏ ÐÉÓÁÔØ ÎÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÐÉÓÁÔØ ÏÔ- ÄÅÌØÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. á ÜÔÏ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ: ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ 0, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q |ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ 1, É Ô. Ä. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ Õ ŒÁÓ ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ŒÍÅÓÔÏ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ |ÜÔÏ n!. ðÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ

ÞÉÓÌÁ n! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^n ∏ k=1 1 − q^k 1 − q . óÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁŒ-

ÎÁ n(n − 1)/2. ðÒÉ q = 1 ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ n!. (åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

ŒÁÔØ ÄÒÏÂÉ 1 − q^k 1 − q , ÔÏ ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ q ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë 1.)

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ n! ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ^n ∏ k=1 1 − q^k 1 − q ÉÍÅÅÔ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÈÏÒÏÛÏ

ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ |ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÌÁÇÏŒ. çÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÙ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÍÅ- ÓÔÏ ÞÉÓÌÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÌÁÇÏŒ |ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÅÊÞÁÓ ÉÍÅÀÔÓÑ. ðÒÏ ÎÅÇÏ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ŒÓÅÇÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. üÔÏ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ n! ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÈ. ðÏÞÅÍÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, x^n ÌÀÂÉÔ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÄÅÌÉÌÉ ÎÁ (n!)? ðÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÌÁÇÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÔØ. åÓÔØ ÍÁÓÓÁ ËÎÉÇ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ.

ñ ÏÂSSÑÓÎÀ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÍÅÎÙ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. äÁŒÁÊÔÅ ŒÏÚØÍÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ |ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ

C^k_n = ( n k ) = n! k!(n − k)! . üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ q-ÁÎÁÌÏÇ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÖÄÙÊ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ ÍÏÖ- ÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ q-ÁÎÁÌÏÇ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÂÙÌ ÐÒÉÄÕÍÁÎ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ q-ÁÎÁÌÏÇ ÞÉ- ÓÌÁ n!. üÔÏ ÂÙÌÏ ÐÒÉÄÕÍÁÎÏ çÁÕÓÓÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k? üÔÏ ÞÉÓÌÏ k-ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ n- ÔÏÞÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. îÏ ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ ÐÌÏÈÏÊ |ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÉ- ËÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ. üÔÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÁÂÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÞÔÏÂÙ ÉÍ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. äÁŒÁÊÔÅ ŒÏÚØÍÅÍ ÏÂSSÅËÔ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÏ ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÏÂSSÅËÔ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ, ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÏ- ÞÅË ÂÕÄÅÔ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. œÙÈÏÄ ÔÁËÏÊ |ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. ôÏÇÄÁ Œ ÎÅÍ ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË. þÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ q-ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ n-ÔÏÞÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ? üÔÉÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÂÕÄÅÔ q-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q . þÉÓÌÏ q-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q. ðÒÉ q = 1 ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ. œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÎÉÍÁÔØ ÔÁË: n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ |ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ n ÔÏÞÅË. üÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÐÒÅÄÅÌÁ q → 1, ÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÝÅ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÁ ÉÌÉ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÍÅ- ÎÑÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q. îÏ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÁÈ ÂÕËŒÁ q ÉÇÒÁÅÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÕÀ

ÒÏÌØ. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ q ÂÙÌÏ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. œ ÐÒÉÍÅÒÅ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÆÌÁÇÏŒ ÞÉÓÌÏ q ÂÙÌÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. âÙŒÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. éÎÏÇÄÁ q |ÜÔÏ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. éÎÏÇÄÁ |ÍÁÌÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. ðÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÙÊ ÚÁÍÅÞÁ- ÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÁÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ. œÏÔ ÜÔÏ ÕÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉËÉ. ñ ÏÂSSÑÓÎÑÀ ÜÔÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅŒÅÌÉËÏ, Á ÐÒÉÒÏÄÁ ÎÅÏÂSSÑÔÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÏÂÑÚÁÎÁ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅ ÈŒÁÔÁÅÔ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÉÒÏÄÎÙÈ ÑŒÌÅÎÉÊ.

ðÏÓÌÅ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÑ Ñ ÈÏÞÕ ÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË üÊÌÅÒÁ-âÅÒÎÕÌÌÉ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ q. áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ q É t. îÏ ÉÚ ÔÅÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ Ñ ËÒÁÔËÏ ÓËÁÚÁÌ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ t = q É ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. óÅÊÞÁÓ Ñ ÎÁÐÉÛÕ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÒÏÉÔÓÑ q-ÁÎÁÌÏÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ üÊÌÅÒÁ-âÅÒÎÕÌÌÉ. îÅÂÏÌØ- ÛÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ üÊÌÅÒÁ-âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÒÁŒÉÌÕ b_{k,l} = q^{−1}b_{k−1,l+1} + (q^{l+1} − q^l)b_{l,k−1} ÄÌÑ k > 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, b_{0,l} = q^lb_{l−1,0} É b_{0,0} = 1.

îÁÂÏÒ ÜÔÉÈ ÐÒÁŒÉÌ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÅÓØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ïÂÒÁ- ÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÉÎÄÅË- ÓÙ k É l ÐÏÍÅÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ. üÔÏ |ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÞÅÌÎÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÈÏÄÁ: ËÁ- ÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÞÉÓÅÌ ÌÉÂÏ ÓÌÅŒÁ, ÌÉÂÏ ÓÐÒÁŒÁ. ïÔ ÜÔÏÇÏ k É l ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ.

úÄÅÓØ Ñ ÈÏÞÕ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÄŒÅ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. 1. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁ.

2. îÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÄÁÖÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÒÏÓÔÁ ÞÌÅÎÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. œÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ: ÎÁÓËÏÌØËÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁ- ÓÔÕÔ ÞÌÅÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ q.

ôÒÅÔØÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: B_n(q) = b_{n−1,0}(q). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÐÑÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÔÒÉ. ïÓÔÁÌÉÓØ ÓÁÍÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_n É Y_n. þÔÏÂÙ ÚÁÉÎ-

ÔÒÉÇÏŒÁÔØ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ, Ñ ÓÒÁÚÕ ÎÁÐÉÛÕ ÄÌÑ D_n ÆÏÒÍÕÌÕ:

D_n(q) = z_{Gn(}F_{q)}(−1), ÇÄÅ q = 2^l.

úÄÅÓØ G_n(F_q ) |ÇÒÕÐÐÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F_q .

ñ ÎÁÐÏÍÎÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ: z(s) = ∑ n≥1 n^{−s}. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÞÅÎØ ÚÎÁÍÅÎÉÔÁ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÎÅÒÅÛÅÎÎÁÑ ŒÅÌÉËÁÑ

ÚÁÄÁÞÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ |ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÕÌÅÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÅ òÉÍÁÎÁ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ℜs = 1/2. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÉÅ ÌÀÄÉ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÁÚÁÔØÓÑ Ë ÓÌÁŒÅ òÉ- ÍÁÎÁ. óÐÅÃÉÁÌÉÓÔÕ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ |ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ SU(2). üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Õ ŒÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÌÉ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ), ÔÏ ŒÙ ÍÏÖÅÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ, ÓŒÑÚÁÎ- ÎÕÀ Ó ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ: z_G(s) = ∑ l∈ bG d(l)^{−s}. ëÁË ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÐÒÉŒÌÅËÁÌÁ Ë ÓÅÂÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ŒÎÉÍÁÎÉÑ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÌÉÂÏ ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÌÉÂÏ ÐÒÏ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ. èÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ âÅÒÎÓÁÊÄÁ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ŒÙÐÉÓÙŒÁÌ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

z_G(−2) = #G.

œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÅËÃÉÉ Ñ ÏÂÓÕÖÄÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÅÝÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ z_G(0) = # ^G.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ

z_G(−1) = ∑ d(l). á ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ z_G (−1) = # Inv G. œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D_n ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÒÁÚ z_G(−1).

ðÒÉ ÎÁÛÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÑÓÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ D_n |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÞÔÏ Ñ ÈÏÞÕ ÓËÁÚÁÔØ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÑÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Y_n. üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ËÏÐÒÉ- ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ Ñ ÏÂSSÑÓÎÑÌ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ. üÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÁÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÅÍ ÇÒÕÐÐÙ. åÓÌÉ ÂÙ ÐÏÌÅ ÂÙÌÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÜÔÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. á ÅÓÔØ ÚÁÍÅ- ÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ŒÁÓ ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁ- ÄÁŒÁÅÍÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, É ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ |ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ), ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q. üÔÏ |ÏÞÅÎØ ËÒÁÓÉŒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ñ ÏÞÅÎØ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÀ ÔÅÍ, ËÔÏ ÈÏÞÅÔ ÐÏÂÌÉÖÅ ÐÏÚÎÁËÏ- ÍÉÔØÓÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ, ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÔØ.

åÓÔØ ÅÝÅ ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÂÙÌÁ ŒÙÓËÁÚÁÎÁ áÎÄÒÅ œÅÊÌÅÍ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ËÏŒ ÎÁÛÅÇÏ ŒÅËÁ, É ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ ÄÒÕÇÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ- ÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ, ðØÅÒÏÍ äÅÌÉÎÅÍ. çÉÐÏÔÅÚÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = 1 ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÚÁÄÁ- ÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ C \ {0}. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ |ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S^2 ≃ CP^1.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Œ ÐÏÌÎÏÍ ÏÂSSÅÍÅ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. îÅ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ËÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ- ÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q. îÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁËÏÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. îÏ ÍÎÅÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÁ- ŒÉÌÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. üÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÑÍ ÇÒÕÐÐ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, q = 1 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÏÌÀ, Á q = −1 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÏÌÀ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏ- ÍÕ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÌÅÔÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÜÔÏ ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÒÁŒ- ÎÙÊ (−1)^n (ÚÄÅÓØ n |ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÌÅÔËÉ). îÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÌÅÍ

ËÌÅÔËÁ ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n, ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÙÊ 1. á ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ËÌÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ, ÒÁŒÎÙÊ q^n. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÅÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÔÏÞËÕ É ÐÒÑÍÕÀ), ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ. üÔÏ ĂÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏĄ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÅ, ÎÏ ÎÅÐÒÁŒÉÌØ- ÎÏÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ËÌÅÔÏÞ- ÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ. á ÓÁÍ ÆÁËÔ ŒÅÒÅÎ É Œ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

œ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÍ ÍÅÎÑ ÓÌÕÞÁÅ Ñ ÎÅ ÚÎÁÀ, ÅÓÔØ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ- ŒÁÀÝÁÑ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÌÉ ÎÅÔ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. é ÔÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ, ËÏÔÏÒÙÈ Ñ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÐÒÁÛÉŒÁÌ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓËÁÚÁÔØ ÓÒÁÚÕ. ôÁË ŒÏÔ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Y_n(q) ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÇÒÕÐÐÙ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÔÏ- ÞÅË ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. é ÅÓÌÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ Y_n ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Y_n ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ Œ ÄÕÈÅ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÚÁÐÁÓ ÓÌÏŒ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÂÅÄÎÙÊ. îÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ: ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÇÉÂÓÏŒÓËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÜÎÅÒ- ÇÉÑ É ÓÔÁÔÓÕÍÍÁ. âÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÚÎÁÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÏ. óÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ |ÜÔÏ ÎÅÞÔÏ, ËÏÇÄÁ ÒÉÓÕÅÔÓÑ ÒÅÛÅÔËÁ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÚÌÏŒ, ÉÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ, ÇÄÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÌÅÔÏÞËÉ, ÒÅÂÒÁ, ŒÅÒÛÉÎÙ, ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÌÉ, Œ ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ. óÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ 0 ÉÌÉ 1.

œ ÍÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅ- ÔÏÞËÕ ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. åÝÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÓÔÁŒÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÈÏÄÑÔ ŒÅÒÈÎÅ- ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ X É Y É ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ F . ëÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁŒÎÏ q^{3n(n−1)/2}. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ. äÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ q = 2 É n = 13. äÌÑ ÎÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2^{228} ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.

ëÏÇÄÁ Õ ŒÁÓ ÅÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ É ÚÁÄÁÎÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÅ- ËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÑŒÎÏ ÌÕÞÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ. ïÂÙÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÙ ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ, ÔÏ ŒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÅ ÅÅ

ÜÎÅÒÇÉÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÅ H. ðÏÔÏÍ ÂÅÒÅÔÅ ÓÕÍÍÕ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ s: ∑ s e^{−bH(s)}. úÄÅÓØ b |ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÙÞÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔ ËÁË ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÅ: b = 1/kT , ÇÄÅ T |ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ Œ ÇÒÁÄÕÓÁÈ ëÅÌØŒÉÎÁ, Á k |ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ âÏÌØÃÍÁÎÁ. óÏÓÞÉ- ÔÁŒ ÔÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ, ŒÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ b. ðÒÉ ŒÓÅÊ ÎÅÕÐÒÁŒÌÑÅÍÏ- ÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ÐÒÏ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ b ÉÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓËÁÚÁÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÌÁÄËÁÑ. ôÏÇÄÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÉÚÉËÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ |Õ ÎÅÅ ÎÅÔ ÆÁÚÏŒÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ. á ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ. ôÏÇÄÁ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ. œ ÏÞÅÎØ ÒÅÄËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÑŒÎÏ É ÕŒÉÄÅÔØ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÎÅŒÏÏÒÕÖÅÎÎÙÍ ÇÌÁÚÏÍ: ÏÔŒÅÔ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ É ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ. ëÁËÁÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÄŒÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÙÅ, Á ÏÄÎÁ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ? ñ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |ÜÔÏ tr(F · [X, Y ]). úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅ. îÏ ÎÁÄÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÅÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÚÄÅÓØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. üËÓÐÏÎÅÎÔÁ |ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ |ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒ q. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ∑ X,Y,F q(tr(F · [X, Y ])).

åÓÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ q^{n(n−1)/2}Y_n(q). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÅÔ É ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ŒÚÁÉÍÏÕÎÉ- ÞÔÏÖÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ÔÒÕÄÎÏ. ïÂÙÞÎÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÓÕÍÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÍÅÔÏÄ íÏÎÔÅ-ëÁÒÌÏ, Á ÄÌÑ ÓÉÌØÎÏ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÎ ÎÅÐÒÉÇÏÄÅÎ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÍÏÇÕ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ: ŒÓÅ 5 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

þÔÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏ? òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÏŒÙ: 1) A_n = C_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. ñ ÐÏŒÔÏÒÑÀ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ É ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÏ.^2 íÏÄÎÙÊ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÖÕÒÎÁÌ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÏÎÏ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÏ, ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÌÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÏÎ ÎÅ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ

2S. B. Ekhad and D. Zeilberger, The Electronic J. Combinatorics 3 (1996), #R2.

ÐÅÞÁÔÁÅÔÓÑ, Á ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ Œ ŒÉÄÅ ÆÁÊÌÏŒ. îÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÐÉÓÞÉË ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÓŒÏÅÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÅÞÁ- ÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ Ñ É ÐÒÏÄÅÌÁÌ, ÎÏ, ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÎÉÞÅÇÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÅ ÐÏÎÑÌ. ôÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÅ ÏÂSSÑÓÎÉÔ, ËÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ, ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÞÅÎØ ÐÒÉÑÔÎÏ.

2) õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ A_n = B_n, ÐÒÏŒÅÒÅÎÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÄÌÑ n ≤ 26. îÁ ÍÏÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÜÔÏ ÎÅ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÊ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ŒÓÅÇÄÁ. îÏ ÎÁÕËÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ n^2 − n + 41 ÄÌÑ ÐÅÒŒÙÈ ÓÏÒÏËÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÄÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

3) òÁŒÅÎÓÔŒÏ A_n = B_n = C_n = D_n = Y_n ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÅÎÏ ÄÌÑ n ≤ 11.

4) ðÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, A_n ≠ D_n ÄÌÑ n = 13. üÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. îÅÄÁŒÎÏ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ 13 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ ÓŒÏÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÅÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ÂÌÏËÏŒ ÔÁËÏŒÁ: 4, 5, 4.

îÁ ÜÔÏÍ Ñ ÈÏÞÕ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÌÅËÃÉÀ. îÏ ÅÓÌÉ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÕ- ÅÔÓÑ ÜÔÉÍ É ÇÏÔÏŒ ÜÔÏ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ, ÔÏ Ñ ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÓÔÕÐÅÎ ÐÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÐÏÞÔÅ:

kirillov@math.upenn.edu