á.á.ëÉÒÉÌÌÏŒ

íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ.

âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ

ìÅËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÞÉÔÁÎÙ ÓÅÇÏÄÎÑ É ÚÁŒÔÒÁ, Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÍÏÉÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅËÃÉÊ (ÓÍ. ĂóÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÞÔÅÎÉÑ íë îíõĄ, ŒÙÐÕÓË 1). ðÒÏÛÌÙÅ ÄŒÅ ÌÅËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÌÉÓØ ĂíÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙĄ, Á ÜÔÉ ÄŒÅ ÌÅËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ ĂíÅ- ÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÇÒÕÐÐ ìÉĄ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÓÅÊÞÁÓ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ. óËÁÖÕ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÇÒÕÐÐÁÍ ìÉ. ôÁË ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. îÏ ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ É Ë ÄÒÕÇÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ. ñ ÐÒÉÇÏÔÏŒÉÌ ÔÒÉ ÓÅÒÉÉ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

1) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ; 2) ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ; 3) ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ.

íÏÉ ÐÒÏÛÌÏÇÏÄÎÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÉ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ | ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂ ÜÔÏÍ Ñ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÂÕÄÕ, ÈÏÔÑ É Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÏÄŒÉÖÅÎÉÑ. óÅÇÏÄÎÑ Ñ ÂÕÄÕ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ, Á ÚÁŒÔÒÁ ÐÒÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÞÅÎØ ÍÏÄÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. éÈ ÕÓÐÅÈ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÏÂÑÚÁÎ ÚŒÕÞÎÏÍÕ ÎÁÚŒÁ- ÎÉÀ. ôÏÎËÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ. îÏ ËÏÅ-ÞÔÏ ÏÔ ÇÒÕÐÐ Œ ÎÉÈ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÅÓÔØ, É ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ Ë ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ. ïÂ

ÜÔÉÈ ÐÏÐÙÔËÁÈ Ñ ÂÕÄÕ ÚÁŒÔÒÁ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÔØ. á ÓÅÇÏÄÎÑ Ñ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÖÅ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ.

ïÂÙÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕÐÐÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ ÐÏÞÔÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ, Ô. Å. ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ. îÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. òÁÚÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÎÏÇÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ. ôÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ| ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. îÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÂÙŒÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ. œÏ-ÐÅÒ- ŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÏ ÜÔÏ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ; ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ; ÜÔÏ ÕÖÅ ÂÏ- ÌÅÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ. åÝÅ ÌÕÞÛÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ, ÄŒÅ, ÔÒÉ... ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ŒŒÏÄÉÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÂÙ- ÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÌÉ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ëÁË ŒÉÄÉÔÅ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ, ËÁË É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ. ïÂÙÞÎÏ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ É ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÕÔÏÞÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍ. á ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÇÒÕÐÐÏ- ŒÏÊ ÚÁËÏÎ.

úÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÄÅÓØ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÁÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏ- ÄÁ ÏÒÂÉÔ, ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ. éÎÏÇÄÁ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ËÁË ÒÅÛÅÎÎÙÍÉ, ÔÁË É ÎÅ ÒÅÛÅÎÎÙÍÉ. éÎÏÇÄÁ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÏŒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. þÁÓÔØ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÏŒÙÈ ÚÁÄÁÞ Ñ ÈÏÞÕ ÓÅÇÏÄÎÑ ÏÂÓÕÄÉÔØ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÓÄÅÌÁÀ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. ìÀÄÉ ÞÁÓÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ- ÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÏŒÏÇÏ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ ÏÂÙÞÎÏ ÐÏ ÍÅÒÅ ÓÉÌ ÓÔÁÒÁÀÓØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔØ ÌÀÂÏÐÙÔ- ÓÔŒÏ ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ. óÅÊÞÁÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÏÍÉÍÏ ÏÂÝÉÈ ÔÅÏÒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÒÏÑŒÌÑÅÔ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎ- ÔÅÒÅÓ Ë ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍ. ìÀÂÉÔÅÌÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÂÙÌÉ ŒÓÅÇÄÁ, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÇÒÁÀÔ ŒÓÅ Â«ÏÌØÛÕÀ É Â«ÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ. œ ËÁÖÄÏÊ ÎÁÕËÅ ÂÙŒÁÀÔ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÒÅÄÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÅÓÔØ 4 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÒÉÉ É 5 ÏÓÏÂÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉ Œ ËÁËÉÅ ÓÅÒÉÉ ÎÅ ÕËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ŒÅÝÉ ÅÓÔØ É Œ ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕËÁÈ. ïÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ Ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. åÓÔØ ÔÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ, Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ É ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ, | ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÅÛÅÔËÉ. òÅÛÅÔËÁ | ÜÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÁ (ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍÉ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÁÓÛÔÁÂ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÅÛÅÔËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÒÅÛÅÔÏË ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ŒÓÅ ÒÅÛÅÔËÉ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ: ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Z^n. îÏ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÉ ÒÅÛÅÔËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÁÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ. á ÅÝÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅÛÅÔËÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ, ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÕÇÏÌ 120^∘ (ÒÉÓ. 1). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅ ÄŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á ÔÒÉ: (x; y; z); ÚÄÅÓØ ÂÅÒÕÔ- ÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÎÁËÁ. üÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x+y +z = 0. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x; y; z ÂÙÌÉ ÃÅÌÙÍÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ (ÒÉÓ. 2).

òÉÓ. 1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ òÉÓ. 2. òÅÛÅÔËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

íÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÔÏË. ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÔËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÍÅÓÔÉÍ Œ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÒÅÛÅÔËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÛÁÒÉËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÛÁÒÉËÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÐÏËÒÙÔÏÊ ËÒÕÇÁÍÉ, ËÏ ŒÓÅÊ ÐÌÏÝÁ- ÄÉ | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ. œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÐÌÏÔÎÅÅ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÐÌÏÔÎÙÈ, Á ŒÔÏÒÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ | ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÌÏÔÎÁÑ.

ôÅÏÒÉÀ ÒÅÛÅÔÏË ÎÁÞÁÌÉ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙŒÁÔØ ÅÝÅ Œ XIX Œ. óÎÁÞÁÌÁ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ, ÐÏÔÏÍ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÓÌÅÇËÁ ÐÏÄÚÁ- ÂÙÔÏ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÏÎÏ ÓÎÏŒÁ ÐÒÉŒÌÅËÌÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ. œ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅÛÅÔÏË ÐÏÍÉÍÏ ÓÅÒÉÊ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÔÁËÖÅ ÏÓÏÂÙÅ, ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ, ÒÅÛÅÔ-

ËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÕËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÓÅÒÉÉ. ïÄÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÔÏË ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ 4-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÞÅÍ Œ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. œ 3-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÅÓÔØ 5 ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ: ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁ- ÜÄÒ, ËÕÂ, ÏËÔÁÜÄÒ, ÉËÏÓÁÜÄÒ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4 ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ (ÔÁÍ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉË, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ 24 ÏËÔÁÜÄÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÏÇÏŒ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ). œÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ 3 ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ, ËÕÂ É ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÕÂÕ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 4-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ, É Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÒÅ- ÛÅÔËÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ 24-ÇÒÁÎÎÉËÏÍ. üÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x_1, x_2, x_3, x_4, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ: ÏÎÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÞÅÔÎÙÅ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ 24 ÂÌÉ- ÖÁÊÛÉÈ Ë ÎÅÊ ÔÏÞËÉ; ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÒÁŒÎÏ 2. îÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÅÓÔØ 8 ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (±2; 0; 0; 0) É 16 ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (±1; ±1; ±1; ±1). œÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÅÛÅÔËÉ ÒÁŒÎÏ- ÐÒÁŒÎÙ: ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÒÅÛÅÔËÉ.

üÔÏ ŒÓÅ ÂÙÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÔÏË. âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓ- ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÒÅÛÅÔËÁ ìÉÞÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{24}. üÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÁÍÉ, Á Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÒÅÍÑ ÏÎÁ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÆÉ- ÚÉËÁÍÉ Œ ÓŒÑÚÉ ÓÏ ÓÔÒÕÎÎÙÍÉ ÔÅÏÒÉÑÍÉ. ñ ÄÁÍ ÎÅ ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÛÅÔ- ËÉ ìÉÞÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏ, Á ÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÆÉ- ÚÉËÏÊ. íÎÏÇÉÅ ÆÉÚÉËÉ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÖÉŒÅÍ Œ 26-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ R^{1;25}, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ŒÒÅÍÅÎÎÁÑ É 25 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÈ: (t; x_0; : : :; x_{24}). îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÛÉ ÞÕŒÓÔŒÁ ÇÏŒÏÒÑÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÖÉŒÅÍ Œ 4-ÍÅÒÎÏÍ ÍÉÒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ É ÔÒÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÅ. îÏ ÎÁÛÉ ÞÕŒÓÔŒÁ ÇÒÕÂÙÅ, ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÅÎØËÏÅ 10-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ 22 ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ, ÐÏÒÑÄËÁ 10^{−33} ÓÍ; ÜÔÏÇÏ ŒÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÏÊ ÐÒÉÂÏÒ ÜÔÉ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ 3 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ŒÉÄÎÙ ÑŒÎÏ. îÏ ÜÔÏ ÏÔÓÔÕÐÌÅ- ÎÉÅ. œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ R^{1;25} ÅÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ t^2 − x^2_0 − : : : − x^2_4, É ÎÁ ÓŒÅÔÏŒÏÍ ËÏÎÕÓÅ ÅÓÔØ ÚÁ- ÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (70; 0; 1; 2; : : :; 24) = æ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^{1;25} ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ M . œÙÂÅÒÅÍ Œ R^{1;25} ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ æ^⊥; ÐÒÉ ÜÔÏÍ æ^⊥ ⊃ æ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ æ^⊥=Ræ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 24. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ Œ æ^⊥ É ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ÉÈ ÐÏ Ræ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ

Œ 24-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ. üÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÏÇÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ŒÏÚŒÒÁÝÁÀÓØ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÍÅ | ÍÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ñ ÈÏÞÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÁ, Á ŒÔÏÒÁÑ ÐÏÞÔÉ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÉÚÕÞÅ- ÎÁ. ïÂÙÞÎÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. á ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÞÅÇÏ-ÎÉÂÕÄØ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ, Ô. Å. ÏÂÙÞÎÏ ÂÅÒÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, Á ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ÄŒÉÖÅÎÉÊ É ÏÔÒÁ- ÖÅÎÉÊ, Ô. Å. ÇÒÕÐÐÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ. íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÛÉÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ. çÒÕÐÐÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÁÑ.

ïÄÎÁ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ| ÇÒÕÐÐÁ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; ÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÀÔ Di¸(S^1). ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ: S^1 = R=Z, Ô.Å. ÍÙ ŒŒÏÄÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ t (mod 1) (ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ). äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ s = f(t); ÚÄÅÓØ s | ÎÏŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ f(t + 1) É f(t) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. æÕÎËÃÉÑ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÄŒÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ Di¸(S^1). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓŒÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ; ÜÔÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Di¸_+(S^1). äÌÑ ÎÅÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÔÁËÏÅ: f(t + 1) = f(t) + 1. æÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁÑ; ÄÌÑ ÎÅÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ f^′(t) ¿ 0. õÓÌÏŒÉÅ f(t + 1) = f(t) + 1 Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË: ∫_1 0 f^′(t) dt = 1:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, f^′(t + 1) = f^′(t).

çÒÕÐÐÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ. åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÂÒÁÔØ ÎÅ f, Á f^′, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÉ- ÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÅÒÉÏÄÕ ÒÁŒÅÎ 1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ: ÏÎÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÂÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 1) ŒÙ- ÐÕËÌÙÅ. îÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÁÍÕ ÇÒÕÐÐÕ, ÎÁÄÏ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÊÔÉ

Ë ÆÕÎËÃÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ÇÒÕÐÐÁ Di¸_+(S^1) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÐÒÉÎÉ- ÍÁÀÝÉÍ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ~Di¸_+(S^1) ÂÕÄÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ Di¸_+(S^1).

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË Ë ÇÒÕÐÐÅ G = ~Di¸_+(S^1) ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ ÏÒ- ÂÉÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g = Lie(G). áÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ, Ô. Å. ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ. ëÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ t → t + fflv(t). œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÚÁËÏÎ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ: f_1 ∘ f_2(t) = f_1(f_2(t)). îÁ ÕÒÏŒÎÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ìÉ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÚÁËÏÎ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [v; w] = vw^′ − v^′w; ÚÄÅÓØ v^′ = dv(t)=dt. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÓŒÏ- ÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ (ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ). œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÚÁÍÅÎ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ: t = t(s). äÌÑ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÙ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÍÏÖÎÏ É Œ ÄÒÕÇÏÊ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÅÊ v(t). îÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌØÎÅÅ ÐÉÓÁÔØ ÎÅ v(t), Á v(t) ddt . åÓÌÉ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t = t(s), ÔÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

v(t) d dt → v(t(s)) d dt(s)

= v(t(s)) d t^′_s ds : åÓÌÉ ÍÙ ÓÌÅÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÚÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÔÏ, ŒŒÅÄÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ t = f(s), ÐÏÌÕÞÁÅÍ v → v ∘ t t^′

= v ∘ f f^′ : äÌÑ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ ÎÕÖÎÁ ÎÅ ÓÁÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ g, Á ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g^∗, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ g. ëÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ ÏÂSSÅËÔÙ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍ ÐÏÌÑÍ? äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ÐÁÒÅ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÏÚŒÏ- ÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÜÔÏ

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ, Ô. Å. ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ p(t)(dt)^2. ðÒÉ ÚÁ- ÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t = f(s) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÁË: p(t)(dt)^2 → p ∘ f (f^′)^2. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v(t) d dt É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ p(t)(dt)^2, ÔÏ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ p(t)v(t) dt ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Ô. Å. ÐÒÉ ÚÁ- ÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. ëÁË É ŒÓÑËÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ. éÎÔÅ-

ÇÒÁÌ ∫ S^1

p(t)v(t) dt ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËŒÁ-

ÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ŒÙÂÉÒÁÌÉÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g^∗, ÄÕÁÌØÎÏÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÀ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g, ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ: ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ.

æÕÎËÃÉÑ p, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. îÏ ÎÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p | ÏÂÙÞÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ÓŒÑÚÁÎÙ ÉÍÅÎ- ÎÏ Ó ÔÁËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ p.

ñ ÄÏÌÖÅÎ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÒÏÉÔØ É ÉÚÕÞÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. îÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ (ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ É ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ŒÏÏÂÝÅ) ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅ ÔÁË ÎÕÖÎÙ, ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. íÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äŒÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄŒÅ ŒÏÌÎÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒ- ÎÙÍ 1, ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

ß(g_1g_2) = ß(g_1) ß(g_2);

ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

ß(g_1g_2) = c(g_1; g_2) ß(g_1) ß(g_2);

ÇÄÅ c(g_1; g_2) ∈ C , |c(g_1; g_2)| = 1.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅÊ ÇÒÕÐÐÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. åÓÌÉ Õ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ

ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ. îÏ Õ ÍÎÏÇÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÎÅ ÓŒÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÂÙÞ- ÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ Vect(S^1) ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁ ÜÔÏ ÏÔÒÅÁÇÉÒÏŒÁÔØ. íÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÇÒÕÐÐÕ ÎÁ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ; ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ É ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÖÅ ÚÁÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. ëÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ.

çÒÕÐÐÁ G É ÅÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ~G ŒËÌÀÞÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → R → ~G→ G → 1: ñ ÎÁÞÁÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÎÕÌÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ R | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐ- ÐÁ, Á ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ; ÏÂÅ ÇÒÕÐÐÙ 0 É 1 ÓÏÓÔÏÑÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

0 → R → ~g → g → 0:

éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 ← R ← ~g^∗ ← g^∗ ← 0:

îÁ ÕÒÏŒÎÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜÔÁ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ~g^∗ = g^∗ ⊕ R ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ; ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÍÅÎ- ÔÁÍÉ. òÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ É ÞÉÓÌÁ. îÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÁÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ É ÞÉÓÌÁ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙ- ÇÌÑÄÅÔØ ÔÁË:

K(f)(p; c) = (p ∘ f (f^′)^2 + cS(f); c): (1)

ôÏ, ÞÔÏ c ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅÎÔÒÁÌØ- ÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ; ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ËÏÐ- ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ. éÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏ ÅÇÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÚÁÒÑÄÏÍ. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄÌÑ p ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. ìÉÎÅÊÎÕÀ

ÞÁÓÔØ p ∘ f (f^′)^2 ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ. äÏÂÁŒÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÏÔ p ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, Á ÏÔ c ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ cS(f). þÔÏÂÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (1) ÂÙÌÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ S(f) ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

S(f_1 ∘ f_2) = S(f_1) ∘ f_2 (f^′_2)^2 + S(f_2):

ìÀÂÉÔÅÌÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÏÇÕÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ËÏÃÉËÌÁ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ S, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ,

S(f) = f^{′′′} f^′

− 32 ( f_{′′} f^′

)_2

: (2)

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ ÏÂÏ ŒÓÅÍ ÒÁÎÅÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÍ É ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë ÜÔÏ- ÍÕ ÌÉÛØ ËÁË Ë ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÅ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁ- ËÏŒÁ. îÕÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔ, Ô. Å. ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÉÄÁ (1).

œÙÒÁÖÅÎÉÅ (2) ÂÙÌÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ ÅÝÅ Œ XIX ŒÅËÅ. åÇÏ ÏÔËÒÙÌ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ûŒÁÒÃ; Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ S(f) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ûŒÁÒÃÁ. œÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ ŒÏÐÒÏÓ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ S(f) = 0? æÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ûŒÁÒÃÁ ÒÁŒ- ÎÁ ÎÕÌÀ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ 3, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 3. ôÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÍÎÏÇÏ. îÁ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ PSL_2 É ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ S(f) = 0 ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: f(x) = ax + b cx + d . åÝÅ ÂÏÌÅÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ûŒÁÒÃÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ- ÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ûŒÁÒÃÁ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÏÂÙÞÎÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÉÄÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ f(x) = e^{˘x}, ÔÏ

S(f) =

˘^3e^{˘x} ˘e^{˘x} − 3 2 ( ˘_2 e_{˘x}

˘e^{˘x}

)_2 = − ˘^2 2 : äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ tg x ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ Ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ËÁËÏÅ.

îÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÒÕÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÎÁÉ- ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÉÅ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ òÉÓ. 3. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

ÏÞÅÎØ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÁÑ. îÏ Ñ ÅÅ ÓÅÊÞÁÓ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, É ÔÏ- ÇÄÁ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ŒÏÔ ËÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1 É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ- ÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÂÙÞÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏËÒÙŒÁÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÚÁÄÁŒÁÌÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. îÁÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ. ðÕÓÔØ ÄŒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ t É s ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, É ÏÄ- ÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ t = f(s). œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÙÌÁ ÇÌÁÄËÏÊ. íÙ ÓÕÖÁÅÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÌÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ, Ô. Å. t = as + b cs + d

. ôÏ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. œÏÐÒÏÓ ÔÁËÏÊ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ŒŒÅÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÅÓÌÉ ÍÏÖ- ÎÏ, ÔÏ ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ?

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÐÏËÒÙÔØ ÎÅÌØÚÑ. îÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÄŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÒÉÓ. 3). ðÕÓÔØ N | ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, S | ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, M | ÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÏÞËÕ M ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÏÓØ x ÉÚ ÔÏÞËÉ N É ÉÚ ÔÏÞËÉ S. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄŒÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ t É s. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁ t ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÓÅŒÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ N ; ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ s ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÀÖÎÏÇÏ ÐÏÌÀ- ÓÁ S. ôÁÍ, ÇÄÅ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÏÎÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ st = 1. üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ: t = 1=s. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ.

òÉÓ. 4. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ 32 R

ôÅÏÒÅÍÁ. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÄÌÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÎÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÁ- ÍÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÅ- ÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. îÁ ÐÒÑÍÏÊ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ: ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅ- ÓÔÉ ÏÄÎÕ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x (ÏÎÁ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÏÊ). äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁË. ïÔÏÂÒÁÚÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ: x → e^{ix}. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ; ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÔÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x. üÔÉ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎË- ÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔ x ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÐÒÉŒÅÄÕ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÒÑ- ÍÏÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÓÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (0; 1) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ y, ÉÚÍÅÎÑÀÝÅÊÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ 1, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÐÒÑÍÏÊ. ëÁË ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÑÍÁÑ É ÉÎÔÅÒŒÁÌ | ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ: ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ. îÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÕÞ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ z, ÉÚÍÅÎÑÀÝÅÊ- ÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ +∞, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ y = z z + 1 . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÑÍÕÀ Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ R, Á ÐÒÑÍÕÀ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÕÞÁ 1 2 R. éÚÇÏÔÏŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏ-

ÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÏŒÅÍ 3 2 R. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÒÉÓ. 4). œÏÚØÍÅÍ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x É y É ÓËÌÅÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÕÞ (0; +∞) ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÌÕÞÏÍ (−∞; 0) ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: x = − 1y . ðÒÏÅËòÉÓ. 5. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ 2R

ÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ 3 2 R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ 1 2 R É R, ÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÉÈ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÁÌØÛÅ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ 2R. œÏÚØÍÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x, y, z É ÓËÌÅÉÍ ÅÝÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÕÞ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÌÕÞÏÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ y = − 1z (ÒÉÓ. 5).

ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ 3 2 R ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ 2R.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ m 2 R, ÇÄÅ m | ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ∞. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÔÒÉ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ: ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÐÒÁŒÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÌÅŒÏ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. (ðÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÒÁÚ ÔÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. éÎŒÁÒÉÁÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÜÔÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÁÒÔ, ËÏÔÏÒÙ- ÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ŒÓÀ ÐÒÑÍÕÀ.

ôÁËÏŒ ÏÔŒÅÔ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÇÏÒÁÚÄÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ. ïÔŒÅÔ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÏÒÂÉÔ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ñ ÍÎÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÔÒÁÔÉÌ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÒÅÛÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÔÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÏÄÎÕ ÎÅÒÅÛÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G = = Di¸(D; @D; œ), ÇÄÅ

D = {(x; y) ∈ R^2: x^2 + y^2 ⩽ 1}; @D = {(x; y) ∈ R^2: x^2 + y^2 = 1};

Á œ = dx dy | ÆÏÒÍÁ ÐÌÏÝÁÄÉ. úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ G | ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄÉÓËÁ D, ÇÌÁÄËÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ @D É ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕ œ.

ðÒÉÍÅÒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G | ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÄÉÓËÁ. îÅ ÔÁË ÕÖ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ-

ÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G, ËÒÏÍÅ

r → r; Œ → Œ + f(r):

äÌÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ ÈÏÞÕ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÐÒÉÓÏ- ÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔ É ÏÂÓÕÄÉÔØ ÅÅ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÂÒÁÌÉ ŒÓÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉ- ÃÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÙ. íÙ ÖÅ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÍÁÌÙÊ ÓÄŒÉÇ ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÌÏÝÁÄØ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÔÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÅÚÄÉŒÅÒÇÅÎÔÎÙÍÉ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ

v = a(x; y) @@x + b(x; y) @@y :

ÂÅÚÄÉŒÅÒÇÅÎÔÎÏ, ÅÓÌÉ div v = @a @x + @b @y = 0:

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÍÁÌÙÊ ÓÄŒÉÇ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÌÏ- ÝÁÄØ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÏÂÙÞÎÏÊ, Á ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÁÑ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ŒÓÅ, ËÔÏ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ, ÚÎÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ 1, Á ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÐÉÓÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. íÎÅ ÍÏÇÕÔ ŒÏÚÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ 13-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÙÍ É áÒÎÏÌØÄÏÍ: ÉÍ ÕÄÁÌÏÓØ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÞÅ- ÒÅÚ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÏ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÍÁÎ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ŒÅÝØ ÎÅÏÂÏÚÒÉÍÁÑ, ÎÅ ÐÏÄÄÁÀÝÁÑÓÑ ÎÉËÁËÏÍÕ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÀ. åÓÌÉ ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÌÁÄËÉÅ ÉÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ; ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅ ÈŒÁÔÉÔ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÁË ŒÏÔ, ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÄŒÕÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô. Å.

2∞^2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ: ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÊ. îÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ div v = 0. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ a = − @h @y É b = @h @x . (œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏ-

ÌÅ v ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÓÙÍ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ h É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ v = s-grad h; ËÏÓÏÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔ | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÙÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔ, ÐÏŒÅÒÎÕÔÙÊ ÎÁ 90^∘.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ∞^2.

õÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÙ, ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: h|_{@D} = const. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Õ ÆÕÎËÃÉÉ h ËÏÓÏÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ËÁ- ÓÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÙÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÇÒÁÎÉÃÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÁÎÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÉÅÊ ÕÒÏŒÎÑ, Ô. Å. ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ëÏÓÏÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÂÙÞÎÙÊ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ h|_{@D} = 0. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ g = C^∞(D; @D) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÄÉÓËÅ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Œ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ | ÏÂÙÞÎÁÑ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ [f; g] = f^′_xg^′_y − f^′_yg^′_x. äŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ F , ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ⟨F; f⟩ = ∫ ∫ D F fœ.íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÁ g^∗, Ô. Å. ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ËÏÐÒÉ- ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ.

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. éÍÅÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÄÉÓËÅ. äŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÐÌÏÝÁÄØ. ëÁËÉÅ ÅÓÔØ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÙ?

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. ïÎÁ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÍÅÅÔ ÏÂÏÚÒÉ- ÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ñ ÓÅÊÞÁÓ ÅÇÏ ÎÁÍÅÞÕ. ó ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f ∈ C^∞(D; @D) ÓŒÑÚÁÎ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ Y_f | ÄÅÒÅŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÒÉÓ. 6). ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÉÀ ÕÒÏŒÎÑ. ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ. ëÁÖÄÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÅÓÔØ ÄÅÒÅŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÕÒÏŒÎÑ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÐÌÏÝÁÄØ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÒÅŒÏ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ŒÉÄ (ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ), ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ òÉÓ. 6. äÅÒÅŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ

òÉÓ. 7. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ S

ÐÌÏÝÁÄØ. üÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÎÅ ÏÂÙÞÎÙÊ, Á ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

S(c) = area{x : f(x) ⩽ c}:

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ S(0) = 0, S(∞) = ß É ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË- ÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 7. îÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÁÑ, ÎÏ É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÄÅÒÅŒÏÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ S, ÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁ É ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÐÌÏÝÁÄØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f ÚÁŒÉÓÅÌÁ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ (ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ S).

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅ- ÒÅŒÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÎÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. æÕÎËÃÉÀ S ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ, ÕËÁÚÙŒÁÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÄÅÒÅŒÁ. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÎÏ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÅÓÔØ ÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ.

âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ Di¸(D; @D; œ) É ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÏÇÁÔÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÄÌÑ ÎÏŒÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕ ⟨F; f⟩ = ∫∫ D F fœ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ-

ÎÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍÕ. á ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, ËÁË Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ. é ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒ-

ÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÆÌÁÇÏŒ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ŒÙÚÙŒÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ Ñ ÈÏÞÕ ÏÂÒÁÔÉÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÍÏÌÏÄÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ. ðÒÁŒÄÁ, ÚÄÅÓØ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÏÄÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏŒ, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÔÉÐÁÍ ÄÅÒÅŒØÅŒ.

ñ ÅÝÅ ÎÅ ÕÓÐÅÌ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÒÂÉÔ É Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÖÅ ÚÄÅÓØ ÉÎÏÇÄÁ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ.