á.á.ëÉÒÉÌÌÏŒ

íÅÔÏÄ ÏÒÂÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ.

ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ

óÅÇÏÄÎÑ Ñ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ. óÎÁÞÁÌÁ Ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ Ï ÔÏÍ, ËÁË Ñ ÐÏÎÉÍÁÀ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ïÂÙÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ| ÜÔÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÇÒÕÐÐÁ. óÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÍÙ ÐÏËÁ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, Á Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ| ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÅÚÎÙÍ. ïÂÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Œ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓŒÏÄÉÔØ ŒÓÅ ŒÏÐÒÏÓÙ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ŒÏÐÒÏÓÁÍ, Á ÏÎÉ ÕÖÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÐÕÔÅÍ. ëÁË ÖÅ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÔÁËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ËÁË ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÍÅÓÔÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ M ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ A(M ) | ÁÌÇÅÂÒÕ ÇÌÁÄËÉÈ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ) ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M . æÉÎÉÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÎÕÖÎÏ. äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ŒÅÓØ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÏÝÅ; ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÒÏÞÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ É ÐÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ. îÏ ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÏÂÝÉÍ, Ñ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÅÇÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

áÌÇÅÂÒÁ A(M ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ; Œ ÎÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ. îÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÁÍÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ŒÓÅÈ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. áÌÇÅÂÒÁ A(M ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ

111

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚÇÏÎÑÅÔÓÑ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ëÁË ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ? åÓÌÉ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ N É ÚÁÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ : M → N , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ŒÓÔÒÅÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ^∗ : A(N ) → A(M ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ A(N ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ^∗(f) = f ∘ Œ. úÄÅÓØ ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÌÉ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ? äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÔŒÅÔ ÑÓÅÎ, Á ÄÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÅ Œ ÆÉÎÉÔÎÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÕÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ËÌÁÓÓ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏ- ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ôÏÇÄÁ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Œ ÆÉÎÉÔÎÙÅ. üÔÏ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÇÄÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ. óÁÍÏÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÄÅÓØ ÔÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ôÕÔ ÔÏÖÅ ÎÕÖÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ Ñ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÂÕÄÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M_0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ A(M_0) = R; ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ Œ : M_0 → M ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ^∗ : A(M ) → R. þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

Ø : A(M ) → R

ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Ø_m, m ∈ M , ÇÄÅ Ø_m(f) = f(m).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ø ÅÇÏ ÑÄÒÏ Ker Ø = {f ∈ A(M ): Ø(f) = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ I_Ø.

ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÄÅÁÌÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅÔ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_m ∈ I_Ø, ÞÔÏ f_m(m) ≠ 0.

œÙÂÅÒÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_m ÔÏÞËÉ m ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÑ f_m ÂÙÌÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ.

œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g ∈ A(M ). íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I_Ø. ôÏÇÄÁ I_Ø = A(M ), Á ÜÔÏ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÑ g ÆÉÎÉÔÎÁ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ K ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_1, : : :, U_N . éÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ f_1, : : :, f_N ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÆÕÎËÃÉÀ f =^N ∑ i=1 f^2_i . ñÓÎÏ, ÞÔÏ f ¿ 0 ÎÁ K. ðÏÜÔÏÍÕ g = fh, ÇÄÅ h |

ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÏ f ∈ I_Ø, ÐÏÜÔÏÍÕ g ∈ I_Ø.

œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÄÅÁÌ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ŒÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÏÞËÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÌÅÍÍÙ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØ- ËÏ ÏÄÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁÛ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

éÔÁË, ŒÓÀ ÔÅÏÒÉÀ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ Œ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÁÍÙÊ ŒÁÖÎÙÊ ÛÁÇ. úÁÄÁ- ÄÉÍÓÑ ÔÁËÉÍ ŒÏÐÒÏÓÏÍ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÙÅ? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ. ôÏ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. ïÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ; ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏ- ÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅÌØÚÑ. íÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ. óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÎÁ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ; ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÎÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ, Á ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

íÙ ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ: ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ | ÜÔÏ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊĄ, ÐÏÔÏ- ÍÕ ÞÔÏ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. íÙ

ÄÏÌÖÎÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Á ÁÌÇÅÂÒ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÔÏÞËÁÈ, Á ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ.

ïÂÙÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÔÁËÏŒÏ. çÒÕÐÐÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G × G^˝−→ G, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. äÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÇÌÁÄ- ËÉÍ. îÕÖÎÏ ÅÝÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÂÙÌ ÇÌÁÄËÉÍ, ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ ÏÓÔÁŒÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. á ÓÅÊÞÁÓ Ñ ÐÅÒÅŒÅÄÕ ÎÁ ÑÚÙË ÆÕÎËÃÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÒÉ ÏÂÙÞÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

G × G_˝

%%LL LLL LL G × G × G

˝×1 66mm

mmmm mm 1×˝ ((QQ

QQQQ

QQ G:

G × G^˝

99rr rrr rr

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A(G)^{˝∗}−→ A(G×G). åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ, ÔÏ A(G × G) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ A(G)⊗A(G). äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÅ (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A(G) ^⊗A(G). áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

A(G) ^⊗ A(G)

˝^∗×1

))RRR

RRRR

RRRR RRR A(G)

˝^∗

88rr rrr rrr rr

˝^∗ &&LLL LLL LLL L A(G)

^⊗ A(G) ^⊗ A(G)

A(G) ^⊗ A(G) 1×˝^∗ 55lll llll llll lll

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^{˝∗}−→ A ^⊗ A, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. åÝÅ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ, ÎÏ ÅÇÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ.

œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÞÅÎØ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÈÏÔÑ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉ- ÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÏ Œ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÁÌÏ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÒÅÂÕÀÔ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁŒÁÊÔÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ó ÞÅÍ ÓŒÑÚÁÎÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂËŒÁÎÔÏŒÁÑĄ? äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏ- ÂÏŒ ÐÒÉÄÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÕ ĂËŒÁÎÔÏŒÁÎÉÅĄ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ Œ ÎÕÖÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÊ. åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÄÈÏÄÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ. éÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÁ ÓÌÏÖÎÙÅ. óÌÏŒÏ ĂËŒÁÎÔÏŒÁÎÉÅĄ ÁÄÅËŒÁÔÎÏÇÏ ÐÅÒÅŒÏÄÁ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒÅŒÏÄÏŒ, ÎÏ ÜÔÉ ÐÅÒÅŒÏÄÙ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. þÔÏ ŒÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÉ- ÚÉËÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÜÔÏ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÑÚÙËÁ, É ÏÂSSÅÍ ÐÏÎÑÔÉÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. ðÒÏÓÔÏ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÔÏÔ ÖÅ ÏÂSSÅÍ ÐÏÎÑÔÉÊ, ÞÔÏ É ÓÌÏŒÏ ĂËŒÁÎÔÏŒÁÎÉÅĄ Œ ÆÉÚÉËÅ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ h ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ (É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ A. œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ a = a_0 + ha_1 + h^2a_2 + : : : É b = b_0 + hb_1 + h^2b_2 + : : : üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ. éÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ËÏ- ÔÏÒÏÅ Œ ÎÕÌÅŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË ÖÅ, Á ÄÌÑ ÞÌÅÎÏŒ Ó ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ h ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ. åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ h ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁË:

a h◯b = a_0b_0 + h{a; b}_1 + h^2{a; b}_2 + : : :

úÎÁË h◯ ÓÉÍŒÏÌÉÚÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ h. ëÁÖÄÁÑ ÓËÏÂ- ËÁ {a; b}_i | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ. óŒÏÊÓÔŒÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÎÁ ÓËÏÂËÉ ÍÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÓÀ ÜÔÕ ÎÁÕËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ, Á ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÔÏÌØËÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÁ ÐÒÉÛÌÁ.

ôÅÏÒÉÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÁË É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÕËÉ, ÓÉÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. åÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÐÉÓÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, Ô. Å. ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ËÏÃÉËÌÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÇÒÁÎÉÃ. îÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÎÏŒÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ: a = a_0+hA_1(a_0)+h^2A_2(a_0)+: : :, b = b_0 +hA_1(b_0)+h^2A_2(b_0)+: : : ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÙÊ ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

{a; b}^{ÎÏŒÏÅ}_1 = {a; b}^{ÓÔÁÒÏÅ}_1 + aA_1(b) − A_1(ab) + A_1(a)b:

üÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ: ÍÙ ÚÁÐÉÓÁÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁ- ÍÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓËÏÂËÁ, ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÓËÏÂËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÏÊ ÓËÏÂËÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÞÌÅÎÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ. œ ÎÕÌÅŒÏÍ ÞÌÅÎÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏ, Á Œ ÐÅÒŒÏÍ ÞÌÅÎÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÏŒÏÊ ÓËÏÂËÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄŒÉÄÅÔØ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ | ÜÔÏ ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÜÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. ðÕÓÔØ f_1; f_2 ∈ C^∞(M ). ôÏÇÄÁ

f_1 h◯ f_2(m) = f_1(m)f_2(m) + h{f_1; f_2}(m):

üÔÏÔ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ É ÄÁÌØÛÅ, ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÅÒŒÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÌÏÖÉÍ ÅÝÅ ÔÁËÏÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÐÏÎÑÔÎÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÝÁÑ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÄÏÌÖÎÁ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. åÓÌÉ ÅÝÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓËÏÂËÁ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ c^{ij} (m) @_if_1 @_jf_2:

ëÏÎÓÔÁÎÔÙ c^{ij} ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ i É j É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ, ŒÙÔÅËÁÀÝÅÍÕ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ. ôÁËÁÑ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ðÕÁÓ- ÓÏÎÁ, Á ÓÁÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÔÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ | ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅÍ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÉŒÅËÔÏÒÏÍ c^{ij} . ëÒÁÔËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÔÁËÏŒÁ: c^{ij} @_i ∧ @_j. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ËÁË ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

c^{i1:::ik} @_{i1} ∧ : : : ∧ @_{ik} :

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ; Á ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ

Vect^k(M ) × Vect^l(M ) → Vect^{k+l−1}(M ):

ÇÄÅ Vect^k(M )| ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ k-ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÎÏŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÙÞÎÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ðÁÒÅ ÂÉŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ. îÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, Á ÎÁ ÂÉŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. é ŒÓÅÇÄÁ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÌÉÂÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

îÁ ÂÉŒÅËÔÏÒÁÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË:

[c; c]^{ijk} = c^{s[i}@_sc^{jk]};

ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÐÏ ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ [c; c] = 0. üÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ

{f_1; f_2} = c^{ij}(m) @_if_1 @_jf_2;

É ÐÏÔÏÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÔÒÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÔÒÉŒÅËÔÏÒ. üÔÏÔ ÔÒÉŒÅËÔÏÒ ËÁË ÒÁÚ É ÅÓÔØ [c; c].

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ. ñ ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. õ ÎÁÓ ÔÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÐÅÒ- ŒÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÕÌÅŒÏÊ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ) É ÐÅÒŒÙÊ (ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ). ôÁËÏÅ ËŒÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ | ÇÒÕÐ- ÐÏÊ ìÉ Ó ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ôÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ.

çÒÕÐÐÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G É ÂÉŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏ- ÌÑ c ÎÁ G, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

• ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ [c; c] = 0;

• ÅÓÌÉ L_x | ÌÅŒÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÁ x, R_y | ÐÒÁŒÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÁ y, ÔÏ

c(xy) = L_xc(y) + R_y c(x): (1)

ðÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ; ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. œÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÅÒÅŒÏÄÅ ÎÁ ÑÚÙË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÌÇÅÂÒ ÆÕÎËÃÉÊ.

œÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÕÄÏÂÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ, Á ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÂÉŒÅËÔÏÒÁ c Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÉŒÅË- ÔÏÒÏŒ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë G Œ ÔÏÞËÅ x. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÌÅÖÁÔ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. îÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ

fl(x) = L^{−1}_x c(x):

ôÏÇÄÁ fl | ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ G ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ g∧g, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ c(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÔÏÞËÅ x, Á L^{−1}(x) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÞËÅ x Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô. Å. Œ g. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ fl ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (1) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

fl(xy) = fl(y) + Ady^{−1}fl(x): (2)

üÔÏ | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ. éÚ ÎÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ y = exp(tY ) É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍ ÐÏ t:

Y fl(x) = Y fl(1) − e^{ad Y} Y (x): (3)

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ fl(x); Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ŒÈÏÄÉÔ ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ëÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ ÍÙ Œ (2) ÐÏÌÏÖÉÍ x = y = 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ fl(1) = 0. œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (3) ŒÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ fl Œ ÔÏÞËÅ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÉŒÅËÔÏÒ fl ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÔÏÞËÅ 1.

ðÅÒŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÂÉŒÅËÔÏÒÁ Œ ÔÏÞËÅ 1 | ÜÔÏ ÔÅÎÚÏÒ Ó ÔÒÅÍÑ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ: ÂÉŒÅËÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÏ ÅÝÅ ÓÁÍ ÏÎ ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. œÓÅ ÜÔÏ ŒÍÅÓÔÅ ÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ g^∗ ⊗ g ∧ g, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Hom(g; g ∧ g). çÒÕÐÐÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÎÏ ŒÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÇÒÕÐÐÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ Œ ÎÅÍ ÕÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ. üÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÏ ÍÎÏ- ÇÏÍ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, Á ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. óÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÔÅÎÚÏÒ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÁÎÇÁ. îÁÂÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÄÁ- ÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ∧ g → g. á ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: g → g ∧ g. îÏ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÅ- ÒÅÊÔÉ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÁ g^∗∧g^∗ → g^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ. óÁÍÁ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ c^k_{ij}, Á Œ ÇÒÕÐÐÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÂÉŒÅËÔÏÒ c^{ij}_k , ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÂÉŒÅËÔÏÒ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒ c^{ij}_k ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ.

ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ËÒÁÓÉŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. éÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ [ ; ], ÐÒÉÞÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g^∗ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ Ó ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ [ ; ]_∗. ëÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÇÒÕÐÐÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ, ÏÂÅ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓŒÑÚÁÎÙ. áÌÇÅÂÒÁÉÓÔÙ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÜÔÉÍ ŒÏÐÒÏÓÏÍ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ. åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g → g ∧ g ËÁË 1-ÃÅÐØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ g ∧ g, ÔÏ ÜÔÁ 1-ÃÅÐØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ 1-ÃÉ- ËÌÏÍ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g^∗ → g^∗ ∧g^∗ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ.

äÅÓÑÔØ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÏÂÏ- ÉÈ ÜÔÉÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÄÁÖÅ ÞÅÌÏŒÅË, ÄÁÌÅËÉÊ ÏÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ëÁË ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÔØ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÏÒÙ Œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É Œ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ? îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ g ⊕ g^∗ = D. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ D ÉÍÅÅÔ ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ: Œ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ g ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÎÁ g^∗ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, Á ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÌÅÖÉÔ Œ g, Á ÄÒÕÇÏÊ Œ g^∗, ÔÏ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ. üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁ D ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, Á ÄŒÁ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ g É g^∗ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ g É ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ g^∗ ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ Ó ËÏÃÉËÌÁÍÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ

ÕÓÌÏŒÉÀ: ÎÁ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÔÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (Ô. Å. ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ad ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÎÁ g É ÎÁ g^∗ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÅÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÚÁÄÁÎÙ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

([x; y]; z) = ([y; z]; x):

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÇÒÕÐÐÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ, | ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÒÏÊËÁ íÁÎÉÎÁ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ D Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ É ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÄÁÌ- ÇÅÂÒ g É g^∗, ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ Ï ÔÏÍ, ËÁËÏÅ ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÍÅÔÏÄÕ ÏÒ- ÂÉÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ, Ô. Å. ÇÒÕÐÐÕ ìÉ G Ó ÂÉŒÅËÔÏÒÏÍ c = 0. åÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÒÏÊËÁ íÁÎÉÎÁ g ⊕ g^∗, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Œ g ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Œ g^∗ ÎÕÌÅŒÏÊ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÁËÁÑ, ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍ- ÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ. õÖÅ ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ g É ÉÚ g^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒ- ÍÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ | ÜÔÏ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ g ÎÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ D ÏÔ- ŒÅÞÁÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G ⋉ g^∗ | ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g^∗, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ. çÒÕÐÐÏŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÁËÏÅ: Œ G | ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ, g^∗ | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, Á G ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁ g^∗ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÂÉÔ | ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g^∗. üÔÏÔ ÏÂSSÅËÔ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ|ìÉ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÂÉŒÅËÔÏÒÏÍ c. œ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ D Ó ÄŒÕÍÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ G É G^∗. óÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ G É G^∗ ÉÇÒÁÀÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑÍÉ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ. ó ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G ÓŒÑÚÁÎÁ ÇÒÕÐÐÁ G^∗. åÓÌÉ G | ÏÂÙÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, ÔÏ G^∗ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ.

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÇÒÕÐÐ G É G^∗, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÇÒÕÐÐÁ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ- ÅÍ G É G^∗, ÎÏ Œ ÃÅÌÏÍ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. üÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË, ËÁË ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ É ÎÉÖ- ÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ: ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, Á ÄÌÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÌØÚÑ. ôÁË ÞÔÏ ÎÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ G É ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ G^∗.

ñ ÓÞÉÔÁÀ, ÞÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ G ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g^∗, ÎÏ É ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G^∗. üÔÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ.

åÓÌÉ G = SO(3) ÉÌÉ SL(2), ÔÏ G^∗ | ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ: ÇÒÕÐÐÁ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ, ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. çÒÕÐÐÁ G^∗ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓËÏÂËÉ. îÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ G^∗. üÔÏ, ËÁË Ñ ÕÖÅ ÇÏŒÏ- ÒÉÌ, ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÃÉËÌÁÍÉ, Á Õ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅ ËÏÃÉËÌÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ, Ô. Å. ŒÓÅ ËÏÃÉËÌÙ | ËÏÇÒÁÎÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÙÊ ËÏÃÉËÌ ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ. åÓÌÉ ÜÔÏÔ ËÏÃÉËÌ (ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÒÁÎÉ- ÃÅÊ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÑŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ. ïÎÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ âÅÌÁŒÉÎÙÍ É äÒÉÎÆÅÌØÄÏÍ.

äÌÑ G = SO(3) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á ÄÌÑ SL(2) ÉÈ ÔÒÉ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ SL(2) ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ: ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ, ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ.

óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÉÚÕÞÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÔÒÏÊËÕ íÁÎÉÎÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ìÉ A Ñ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀ ŒÚÑÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÄÉÓËÅ D, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÚÑÔØ

(f_1; f_2) = Im ∫ D f_1f_2 dœ:

œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ. á ÜÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÉËÁ- ËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ; Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. úÁÔÏ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ g É g^∗, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ ìÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ŒÏÚØÍÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ C^∞_R(D; @D) (ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Á ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ g^∗ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÄÉÓËÅ Œ ŒÉÄÅ

f = f(r; Œ) = ∑ k∈Z c_k(r)e^{ikŒ}:

õÄÏÂÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ r ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ. œ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÅÓÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ|ÕÇÏÌ. œ ÎÉÈ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁ-

ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ

œ = r dr ∧ dŒ = d(ßr^2) ∧ d ( Œ 2ß ) = dS ∧ d`;

ÚÄÅÓØ S | ÐÌÏÝÁÄØ (Œ ÍÅÈÁÎÉËÅ | ÄÅÊÓÔŒÉÅ), ` | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ. ðÏÌÏÖÉÍ g^∗ = { f = ∑ k⩾0 c_k(S)e^{2ßik`} } : ïÐÅÒÁÃÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ | ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ. óËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ Œ ÌÀÂÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ÌÉÛØ ÂÙ ÐÌÏÝÁÄØ Œ ÎÉÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÌÁÓØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, dx dy. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, S É ` ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÚÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ôÏÇÄÁ

{f_1(S)e^{2ßik`}; f_2(S)e^{2ßil`} } = 2ßi ( lf^′_1(S)f_2 (S) − kf_1(S)f^′_2(S) ) e^{2ßi(k+l)`}:

þÉÓÌÁ k É l ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ k ⩾ 0, ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ).

éÔÁË, ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ A ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ÔÒÏÊËÕ íÁÎÉÎÁ. ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÚÄÅÓØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÐÒÉŒÙÞÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÚÁÎÏŒÏ ÏÓÍÙÓÌÉŒÁÔØ. œÓÅ ÜÔÏ ÐÏËÁ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÏ.

œ ÎÁÕËÅ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ, ËÏÇÄÁ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄ- ÎÁÑ, ÎÉËÔÏ ÎÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÅÅ ÒÅÛÁÔØ. á ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÍÏÌÏÄÏÊ ÞÅÌÏŒÅË, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÕÄÎÁÑ. ïÎ ÂÅÒÅÔ É ÒÅÛÁÅÔ ÅÅ. åÇÏ ÓÐÒÁÛÉŒÁÀÔ: ĂëÁË ÖÅ ÔÙ ÅÅ ÒÅÛÉÌ? œÅÄØ ÏÎÁ ÔÒÕÄÎÁÑ.Ą á ÏÎ ÏÔŒÅÞÁÅÔ: Ăá Ñ ÎÅ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÔÒÕÄÎÁÑ.Ą ðÏÜÔÏÍÕ Ñ ÐÒÉÚÙŒÁÀ ÔÅÈ ÌÀÄÅÊ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÓÅÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÄÅÓØ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ, ÚÁÎÑÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.