ó. ð. îÏŒÉËÏŒ

ìÅËÃÉÑ 25 ÉÀÎÑ 1998 ÇÏÄÁ

õÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÑ

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ŒÅÝÁÍ. ñ ÐÏÚÎÁËÏÍÌÀ ŒÁÓ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. ðÒÅ- ÖÄÅ ÞÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÔÏÍ, Ï ÞÅÍ Ñ ÓÏÂÉÒÁÀÓØ ÇÏŒÏÒÉÔØ (Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ), ÐÏÚŒÏÌØÔÅ ÍÎÅ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ ŒÁÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ

−y^{′′} + u(x)y = ly

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ, Á ŒÅÌÉÞÉÎÕ u(x) ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ. éÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ y ∈ L_2(R), Ô. Å. ∫ R^{|y(x)|2dx < ∞.} ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_2(R)ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ. éÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ, ÇÄÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÚÄÅÓØ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ËÁË ĂÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒĄ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ x → ∞ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) ÆÉÎÉÔÎÁ, Ô. Å. ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

1. ëŒÁÎÔÏŒÏÅ ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ËÁË ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ. äÌÑ ÆÉÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ y_±, ÞÔÏ y_±(x) → e^{±ikx} ÐÒÉ x → −∞ (ÚÄÅÓØ k^2 = l). üÔÏ ÏÄÉÎ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ. œÔÏÒÏÊ ÂÁÚÉÓ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ f_±, ÞÔÏ f_±(x) → e^{±ikx} ÐÒÉ x → +∞.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ l ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ

ay_+ + by_− = f_+, cy_+ + dy_− = f_−. (1) œÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ T = (a b c d ) . œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÎÉÇÁÈ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ. ðÒÁ- ŒÉÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ |ÍÁÔÒÉÃÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ. íÁÔÒÉÃÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. íÁÔÒÉÃÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ |ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÉÚ −∞ Œ +∞ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ x, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ. õ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÙÊ ÒÑÄ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÓÓÅÑÎÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ l ∈ R. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÀÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ. ôÁË ÂÕÄÅÔ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Œ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÓÐÅËÔÒ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ l. äÌÑ k^2 = l ÜÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ k ∈ R. ïÂÌÁÓÔØ l ≥ 0 ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÚÏŒÅÍ ÚÏÎÏÊ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ. äÌÑ k ∈ R ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ: —y_+ = y_− É —f_+ = f_−. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉÃÁ T ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ T = (a b —b —a ) , ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÓ ËÁË ÒÁÚ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ, det T = |a|^2 − |b|^2 = 1. ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ SU(1, 1). üÔÏ |ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÉÎÄÅÆÉÎÉÔÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÏÄÎÉÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ. ñ ÒÅËÏ- ÍÅÎÄÕÀ Œ ŒÉÄÅ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ SU(1, 1) ∼= SL_2(R). äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ u(x) ÂÙÌÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ (ÐÏ ÓÍÙÓÌÕ u ÏÂÙÞÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌÏÍ). åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÁ ŒÚÑÌÉ ÎÁ ±∞ ÎÅ e^{±ikx}, Á cos kx É sin kx, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÂÙÌÁ ÂÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ SL_2(R).

íÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ y_+, y_− Ë ÂÁÚÉÓÕ f_+, f_−. åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ

ÂÁÚÉÓÁ f_− , y_− Ë ÂÁÚÉÓÕ f_+, y_+, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÌÀÂÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ). üÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ S(l) É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ.

üÔÏ |ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÆÉÚÉËÉ ÕÞÁÔ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÅ. íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÅÇÏ ÕÞÁÔ ŒÏÏÂÝÅ. îÏ ÄÌÑ ÆÉÚÉËÏŒ-ÔÅÏÒÅÔÉËÏŒ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË.

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ T (l) ∈ SU(1, 1) Ë ÍÁÔÒÉÃÅ S(l) ∈ U(2) ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ëÜÌÉ.

åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÈÏÒÏ- ÛÅÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ œ. é. áÒÎÏÌØÄÁ ĂäÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÌÁŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏ- ŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊĄ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1 É e_2 É ÍÁÔÒÉÃÕ T ∈ SL_2(R), ÏÔÏ- ÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÜÔÕ ÐÁÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÐÁÒÕ e^′_1 É e^′_2. œŒÅÄÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^4 Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1, e_2, e^′_1, e^′_2 É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÎÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÁË, ÞÔÏ ⟨e_1, e_2⟩ = −⟨e^′_1, e^′_2⟩ = 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÕÌÅŒÙÅ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ⟨e_2, e_1⟩ = −⟨e^′_2, e^′_1⟩ = −1). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^4 Ó ÔÁËÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ. ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÎÅÍ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ |ÇÒÁÆÉË ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ T Œ R^4.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. çÒÁÆÉË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ h ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨h, x⟩ = 0, ÇÄÅ x = T h.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÍÏÇÕ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÁÎÁÌÏÇÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ, ŒÏÚÎÉËÁÀ- ÝÉÈ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏŒ. çÒÁÆ ` |ÜÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓ; Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÅÂÒÁ É ŒÅÒÛÉÎÙ. íÙ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ Õ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ÄŒÏÊÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, Ô. Å. ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÅÂÅÒ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÍÅÌ ËÏÎÃÏŒ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ, ÐÒÉ- ÛÅÄÛÅÅ Œ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅÅ. äÌÑ ŒÅÒÛÉÎÙ P ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n_P ÞÉÓÌÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉ- ÎÙ ÒÅÂÅÒ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ n_P < ∞, Á ÓÁÍÉ ÇÒÁÆÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÕÔ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ |ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÒÑ-

ÍÁÑ R Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.

2. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ

åÓÔØ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ. ïÄÉÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎË- ÃÉÑÈ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÏÔ ÒÅÂÅÒ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(Ly)_P = ∑ P^0

b_{P,P} 0 y_P 0 ,

ÐÒÉÞÅÍ b_{P,P} 0 = b_P 0_{,P} ∈ R É b_{P,P} 0 ≠ 0, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ P = P^′ ÉÌÉ P ∪P^′ = ∂R |ÇÒÁÎÉÃÁ ÒÅÂÒÁ R.

þÉÓÌÏ b_{P,P} 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ. œÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÍÏÇÕÔ ÔÏÌØ- ËÏ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ. œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÅÓÔØ ÔÙÓÑÞÉ ÒÁÂÏÔ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÈ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ (ÉÌÉ, ËÁË ÅÇÏ ÅÝÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ÆÕÎË- ÃÉÑÈ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÏÔ ÒÅÂÅÒ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ:

(Ly)_R = ∑ R^0

d_{R,R}0 y_R0 ,

ôÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ: d_{R,R}0 ≠ 0 ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÅÂÅÒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÂÌÉ- ÖÁÊÛÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. âÌÉÖÁÊÛÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÌÉÂÏ ÒÅÂÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ.

òÅÂÅÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÅ ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁÈ (É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÈ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ìÁÐÌÁÓÁ-âÅÌØÔÒÁÍÉ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÉÎÔÅÎÓÉŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÏÐÏÌÏÇÁÍÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÒÁ- ÂÏÔÙ úÉÎÇÅÒÁ Ó ÓÏÁŒÔÏÒÁÍÉ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÏÊ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ËÒÕÞÅÎÉÑ òÁÊÄÅÍÁÊÓÔÅÒÁ-òÅÑ-úÉÎÇÅÒÁ. ôÁË ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ |ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. õÒÁŒÎÅÎÉÑ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ É ûÔÕÒÍÁ-ìÉÕŒÉÌÌÑ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÅ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏŒÁÌÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÅÅ ŒÏÚÎÉËÎÏŒÅÎÉÑ, É ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÚÕÞÁ- ÌÏÓØ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÒÅÂÒÕ R_n É ŒÅÒÛÉÎÅ P_n ÉÈ ÎÏÍÅÒ n. œ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÓËÒÅ- ÔÉÚÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÒÅÂÅÒÎÙÊ É ŒÅÒÛÉÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ òÉÓ. 1. çÒÁÆ Ó k ÈŒÏÓÔÁÍÉ

ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

c_{n−1}y_{n−1} + c_{n+1}y_{n+1} + v_ny_n = l_ny_n.

œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÌÉÔÏÎÏŒ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÎÓÉŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ Œ ÔÁË ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ c_n = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÅÕÄÏÂÎÏ. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÌÉÔÏÎÏŒ É Œ ËŒÁÎ- ÔÏŒÏÊ ÆÉÚÉËÅ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÂÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ûÒÅÄÉÎ- ÇÅÒÁ.

îÁ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ l ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÎÏÄÒÏ- ÍÉÉ. åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍ ÎÁ ±∞, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. üÔÏ ÍÁÌÏ ÞÅÍ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ `, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ k ÈŒÏÓÔÏŒ z_1, . . ., z_k (ÒÉÓ. 1). ëÁÖÄÙÊ ÈŒÏÓÔ |ÜÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÁÑ. íÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ c_n = 1 É v_n = 0, Ô. Å. ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

y_{n−1} + y_{n+1} = ly_n. (2)

ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2)? ïÔŒÅÔ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ: ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ y_{n,±} = a^n_±, ÇÄÅ

a_± = 1 2 ( l ± √ l^2 − 4 ) .

úÏÎÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ (ÚÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ): |a_±| = 1 (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, −2 ≤ l ≤ 2). éÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÚÏÎÙ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ.

œ ËÁÖÄÏÍ ÈŒÏÓÔÅ z_j ŒÙÂÅÒÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ y_{+,j} É y_{−,j} . üÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏ- ÇÕÔ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÁ ŒÅÓØ ÇÒÁÆ. òÅÛÅÎÉÑ y_± |ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ. åÝÅ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ c_j É s_j |ÁÎÁÌÏÇÉ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ. ïÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁË:

c_j + a_±s_j = y_{±,j} .

üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

œŒÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ

R^{2k} =^{k⨁}_{j=1} R^2_j,

ÇÄÅ R^2_j = {cj, sj} |ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ j-Í ÈŒÏÓÔÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÒÏÎÓËÉÁ- ÎÏÍ:

W_{⃗R}(f, y) = b_{P,P} 0 (f_P 0 y_P − y_P 0 f_P )

ÄÌÑ ŒÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ;

W_{⃗R}(f, y) = ∑ R^0∩ ⃗R=P d_{R,R}0 (f_R0 y_R − y_R0 f_R)

ÄÌÑ ÒÅÂÅÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. úÄÅÓØ ⃗R = P P^′ |ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ.

þÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÜÔÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ? åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ −y^{′′} + u(x)y = ly, ÔÏ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÒÅÛÅÎÉÊ (f, y) ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ œÒÏÎÓËÏÇÏ W (f, y) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

W (f, y) = f^′y − fy^′.

œ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ œÒÏÎÓËÏÇÏ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ W (f, y) = const. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. Á) W_{⃗R}(f, y) |ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÁÒÙ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ: ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÉÚÍÅ- ÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÒÁ;

Â) ∂W = 0, Ô. Å. W |ÃÉËÌ.

æÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ W |ÃÉËÌ,|ÜÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÚÁËÏÎ ëÉÒÈÇÏÆÁ. åÓÌÉ ˘ = f+iy ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÐÏÌÅ, ÔÏ −2iW (f, y) = j_Φ |ÔÏË, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∂W = 0 ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÐÅÒŒÙÊ ÚÁËÏÎ ëÉÒÈÇÏÆÁ.

ãÉËÌ W ÏÔËÒÙÔÙÊ: ÅÓÌÉ Õ ÇÒÁÆÁ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÈŒÏÓÔ, ÔÏ Õ ÜÔÏ- ÇÏ ÃÉËÌÁ ÎÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ W |ÃÉËÌ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÒÏÎÓËÉ- ÁÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÊ ÌÀÂÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÃÉËÌ |ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÑÍÁÑ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

íÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ W ËÁË ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ W ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÆÁ H_1(`, R).

þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÍÏÇÌÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ l ÂÙÌÏ ÂÏ- ÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ 1 Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. œÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ ÈÏÞÕ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÜÔÏ ËÏÇÄÁ Õ ÇÒÁÆÁ ÎÉËÁËÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÅÔ, ÎÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÈŒÏÓÔÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k-ÍÅÒÎÏ.

ñ ÎÁÞÁÌ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ëÌÁÓÓÉËÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó óÅÌØÂÅÒÇÁ, É ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÙ, ŒËÌÀÞÁÑ óÁÒÎÁËÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ-âÅÌØÔÒÁÍÉ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁ- ÓÔÑÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. éÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÎÃÏŒ. åÝÅ é. í. çÅÌØÆÁÎÄ Œ 50-Å ÇÏÄÙ ÏÂÒÁÝÁÌ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ óÅÌØÂÅÒÇÁ É ÇÏŒÏÒÉÌ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÅÒÅŒÅ- ÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ. óÌÅÄÕÑ ÉÄÅÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ, ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÁ ÌÅ- ÎÉÎÇÒÁÄÓËÁÑ ÛËÏÌÁ æÁÄÄÅÅŒÁ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÈŒÏÓÔÏŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ. í. çÒÏÍÏŒ ÒÁÚŒÉŒÁÌ É ÒÅËÌÁÍÉÒÏŒÁÌ ÏÂÝÕÀ ÐÏÈÏ- ÖÕÀ ÉÄÅÀ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÕÀ, ŒÐÒÏÞÅÍ. åÓÌÉ ŒÙ ÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁÅÔ ÐÅÒÅÄ ŒÁÍÉ ËÁË ÞÉÓÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. þÅÍ ÂÌÉÖÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ, ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ É ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÏÎ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÇÒÁÆ. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, Œ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ìÁÐÌÁÓÁ-âÅÌØÔÒÁÍÉ, ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÉÀ ÇÒÁÆÏŒ Ó ÈŒÏÓÔÁÍÉ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÁÆ ` Ó k ÈŒÏÓÔÁÍÉ z_1, . . ., z_k. ñ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅÌ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ R^{2k} =^k ⨁ j=1 R^2_j. üÔÏ |ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ÈŒÏÓÔÁÈ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ ÎÁ ÈŒÏÓÔÁÈ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÍ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÙÐÉÓÁÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, y_{±,j,n} = c_{j,n} + a_±s_{j,n}. úÄÅÓØ j |ÎÏÍÅÒ ÈŒÏÓÔÁ, n |ÎÏÍÅÒ ŒÅÒÛÉÎÙ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ œÒÏÎÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÓÉÍÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨c_j, s_j0 ⟩ = d_{j,j}0 , É ŒŒÅÄÅÍ ÔÁËÏÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ïÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ŒÒÏÎÓËÉÁÎÏÍ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÈŒÏÓÔÅ.

ôÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ f, y ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ly = ly. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ) ÒÅÛÅÎÉÀ y ÅÇÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{2k}:

y → y^{as} ∈ R^{2k}.

üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ûÒÅ- ÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ÇÒÁÆÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÞÅÍÕ-ÔÏ ÒÁŒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÈŒÏÓÔÅ. íÙ ÂÅÒÅÍ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ñ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ É ŒÓč ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÏÖÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ Ly = ly É Lf = lf. ôÏÇÄÁ ⟨f^{as}, y^{as}⟩ = 0.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. åÓÌÉ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÈŒÏÓÔÅ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁ ŒÓÅÍ ÇÒÁÆÅ, ÔÏ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÅÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÏÂÒÁ- ÚÕÅÔ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ 2k.

üÔÏÔ ÆÁËÔ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÇÒÁÆ ` Ó k ÈŒÏÓÔÁÍÉ z_1, z_2, z_3, . . ., z_k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ÒÅÛÅÎÉÊ Ly = ly É Lf = lf. îÅŒÁÖÎÏ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÒÅÂÅÒÎÙÍÉ ÉÌÉ ŒÅÒÛÉÎÎÙÍÉ: ÎÁ ÈŒÏÓÔÁÈ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔ. óÏÓÔÁŒÉÍ ŒÒÏÎÓËÉÁÎ W . åÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÒÏÎÓËÉÁÎ W |ÃÉËÌ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ W = k∑ i=1 a_iz_i + ÎÅÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ,

Ô. Å. ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÅÂÒÏ ÈŒÏÓÔÁ ŒÏÛÌÏ Œ W Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÔÏ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÜÔÏÇÏ ÈŒÏÓÔÁ ŒÏÊÄÕÔ Œ W Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÈŒÏÓÔ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÃÉËÌÁ ÎÁ ŒÓÅÍ ÇÒÁÆÅ. íÏÇÕÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÈŒÏÓÔÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. òÁÚÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÃÉËÌÁÍÉ Œ ÇÒÁÆÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. W =^k ∑ j=2 b_j(z_1 − z_j ) + ÎÅÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ.

åÓÌÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÜÔÉ ÄŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ∑ a_j = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, a_1 = ∑_k j=2 b_j É a_j = −b_j ÐÒÉ j > 1. òÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ∑ a_j = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ⟨f^{as}, y^{as}⟩ = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ. äÁÌØÛÅ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ k ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ k.

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÒÅÛÅÎÉÑÍ ÉÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ l ÚÁÄÁÅÔ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. õ ÎÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÑÄÒÏ: ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÕÌÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÈŒÏÓÔÁÈ. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÕÞÁÌÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó óÅÌØ- ÂÅÒÇÁ. äÌÑ ÇÒÁÆÏŒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÌÉËŒÉÄÉÒÏŒÁÔØ ÍÁÌÙÍ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ. îÏ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏŒ Ó ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÉÈ ÌÉËŒÉÄÉÒÏ- ŒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.

íÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ:

y_j = y_{+,j} + ∑ q s_{jq}(l)y_{−,j}. ôÏÇÄÁ (s_{jq}(l)) |ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ).

åÓÌÉ Œ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÙÂÒÁÎ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁ- ÚÉÓ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ S ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ

ÐÏÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÏÚØÍÅÍ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A É ÚÁÐÉ- ÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ S Œ ŒÉÄÅ S = AA^t. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. åÓÌÉ A ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ AO, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÃÁ O ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÔÏ AA^t ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ AOO^tA^t = AA^t. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, S ∈ U_k/O_k. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÉÍÅÎÎÏ U_k/O_k.

äÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÐÏÌÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÐÅÒ- ŒÙÅ ÐÏÑŒÉÌÁÓØ ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ôÏÄÁ, É ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÕÞÛÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÅÍ ÔÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.