á.î.òÕÄÁËÏŒ

þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ 2127 − 1

1. œŒÅÄÅÎÉÅ

þÉÓÌÏ M = 2^{127} − 1 ÄÏÌÇÏÅ ŒÒÅÍÑ ÂÙÌÏ Œ ÓÐÉÓËÅ ÒÅËÏÒÄÏŒ, ÏÎÏ ÑŒÌÑ- ÌÏÓØ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ó 1877 Ç. ÐÏ 1951 Ç. ðÒÏÓÔÏÔÁ 2^{127} − 1 ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ü. ìÕËÁÓÏÍ («E. Lucas). éÍ ÂÙÌ ÎÁÊ- ÄÅÎ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÐÏÔÒÅÂÏŒÁŒÛÉÊ ÄÌÑ M = 2^{127} − 1 ÏËÏÌÏ ÓÔÁ ÞÁÓÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÎÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ñ ÓÏÂÉÒÁÀÓØ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ìÕËÁÓÁ, ÏÂÓÕÄÉŒ ÚÁÏÄÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÑÝÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. óÁÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

íÎÅ ÌÉÞÎÏ ÜÔÏÔ ÓÀÖÅÔ ËÁÖÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÕÖÎÁ ÈÏÒÏÛÁÑ ÔÅÏÒÉÑ. œÐÒÏÞÅÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ìÕËÁÓÁ, ÐÒÉŒÌÅËÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ ĂÔÅÏÒÉÉĄ, ÞÅÍ ÍÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ (ÓÍ. [R] É [B]).

ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÒÁÂÏÔ ü. ìÕËÁÓÁ É ÎÁÈÏÖÄÅ- ÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÍ. Œ [W].

2. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ u_1 = 1, u_2 = 1 É ÎÁÈÏÄÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ u_{n+1} = u_n + u_{n−1}. õ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; : : : 40

ÎÅÍÁÌÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄÕÔ ÄŒÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÔÏÍ ÞÅÔÎÏÅ, Á ÐÏÔÏÍ ÏÐÑÔØ ÄŒÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ É Ô. Ä. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÕŒÉÄÅÔØ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. åÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ u_{n−1} É u_n ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, ÔÏ u_{n+1} ÂÕÄÅÔ ÉÈ ĂÓÕÍÍÏÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2Ą. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ:

u_3 ≡ 1 + 1 ≡ 0 (mod 2) u_4 ≡ 0 + 1 ≡ 1 (mod 2) u_5 ≡ 1 + 0 ≡ 1 (mod 2) : : : : : : : : :

ÉÌÉ 1; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 1; 0; : : : üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÔÒÅÔØÅ ÞÉÓÌÏ ÞÅÔÎÏ, Á ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÄ ÎÉÍ É ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÎÅÞÅÔÎÙ É Ô. Ä.

íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ É ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÑÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5. äÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ

1; 1; 2; 3; 0; 3; 3; 6; 9 ≡ −1; 0; −1; −1; −2; −3; 0; −3; −3; : : :

ðÏÓÌÅ 20-ÇÏ ÞÌÅÎÁ ŒÓÅ ÎÁÞÎÅÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ, É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÞÅÒÅÚ ÞÅÔÙÒÅ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÐÑÔÏÍ ÉÄÕÔ ÎÕÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÅÔŒÅÒÔÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m ÄÅÌÉÔ u_k, ÔÏ m ÄÅÌÉÔ u_{2k}, u_{3k}, u_{4k}, : : :

íÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. ïÎÁ ÏÞÅÎØ ÉÚŒÅÓÔÎÁ, ÎÏ ÐÏÚŒÏÌØÔÅ ÍÎÅ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ, ËÁË ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ. åÓÌÉ ÍÙ ÏÔŒÌÅÞÅÍÓÑ ÏÔ ĂÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈĄ, u_1 = 1, u_2 = 1, Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

x_{n+1} = x_n + x_{n−1}; (1)

ÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÉÎÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ìÕËÁÓÁ, ÜÔÏ:

v_1 = 1; v_2 = 3; v_3 = 4; : : : ; v_{n+1} = v_n + v_{n−1}:

åÓÔØ É ÅÝÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ {a_n} É {b_n} | ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÅÔØÀ, ŒÚÑŒ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ Ó ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, c_n = 2a_n + 3b_n. ôÕÔ ÓÔÏÑÔ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ 2 É 3, ÎÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ

ff = 1 + √ 5 2 É fi = 1 − √ 5 2 ;

Ô. Å. ff É fi | ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 = x + 1, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n = ff^n É b_n = fi^n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (1), Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ôÁË ËÁË ff + fi = 1, ff^2 + fi^2 = 3, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÁÅÔ ÞÉÓÌÁ ìÕËÁÓÁ

ff^2 + fi^2 = v_n: (2)

äÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÎÁÄÏ ÂÏÌÅÅ ÉÓËÕÓÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

u_n = ff^n − fi^n

ff − fi : (3)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u_{2n} = u_n · v_n.

íÎÅ ÂÙ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÓÅÊÞÁÓ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÁÛÕ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÕËÁÓÁ (1886), ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÎÅ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ÉÍ Œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ. óÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÓÔÏÒÉÞÅ- ÓËÉÈ ÄÅÔÁÌÅÊ ÅÓÔØ Œ [W].

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ q | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4k+3 É M = 2^q −1. ôÏÇÄÁ M ÐÒÏÓÔÏÅ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ v M +1_2 ≡ 0 (mod M ).

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÌÁ 2^{127} − 1, ÏÄÎÁËÏ ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÄÏÂÁŒÉÔØ ĂÂÙÓÔÒÙÊĄ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ v M +1_2 . íÙ ÜÔÏ ÏÂÓÕÄÉÍ ÐÏÚÖÅ.

3. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ

äÁŒÁÊÔÅ ÎÅÍÎÏÖËÏ ÉÚÍÅÎÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ: ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ a ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó b ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m, a ≡ b (mod m), ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ a ÒÁŒÎÏ b Œ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ mĄ, a =_{(m)} b. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÎÉÞÅ- ÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÉÅ ÞÉÓÌÁ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ mĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÅÓÔØ ÎÅÞÔÏ ÄÒÕÇÏÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 6 É −1 ÜÔÏ ÄŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7Ą.

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÐÏÞÔÉ ÓÒÁÚÕ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, Á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÕŒÅÌÉ- ÞÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁĄ. œÅÄØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ ÐÁÒÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ, Á ÐÁÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÚÄÅÓØ. äÁŒÁÊÔÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ 7Ą. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ËÁË ÐÁÒÕ z = (a; b), ÇÄÅ a É b | ĂÞÉÓÌÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7Ą. óÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(a_1; b_1) + (a_2; b_2) = (a_1 + a_2; b_1 + b_2);

ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ:

(a_1; b_1) · (a_2; b_2) = (a_1a_2 − b_1b_2; a_1b_2 + a_2b_1):

äÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÅÓÔØ ÎÕÌØ, ÅÄÉÎÉÃÁ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ... íÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ: ÅÓÌÉ z = (a; b), ÔÏ

z^{−1} = ( a a^2 + b^2

; −b a^2 + b^2 ) : ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ a^2 +b^2 =_{(7)} 0 É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÜÔÏ ÑŒÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÔÁË ËÁË 7 | ÏÞÅÎØ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ. œÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7 ÌÅÇËÏ ŒÙÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ, ÜÔÏ:

0; 1; 2; 3; 4; 5; 6:

ëŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ÂÕÄÕÔ 0; 1; 4; 2, É ŒÓÅ! óÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ:

0; 1; 4; 2; 1; 2; 5; 3; 4; 5; 3; 6; 2; 3; 6; 4:

ôÏ ÅÓÔØ 0 ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÁË 0 = 0^2+0^2, ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍ- ÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ. úÎÁÞÉÔ, Õ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÈÏÒÏÛÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑÍÉ, ÉÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÎÁÞÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÅÍ, Á ÔÏÞÎÅÅ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÉÚ 7 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ëÓÔÁÔÉ, 7 ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 5, ÐÏÓËÏÌØËÕ 1^2+2^2 =_{(5)}0 Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5. ðÒÏÂÌÅÍÁ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÂÅ- ÒÅÍ −1, Ô. Å. ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, É ĂÄÏÂÁŒÌÑÅÍĄ ÜÔÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, Ô. Å. ÐÉÛÅÍ z = a + bi, ÇÄÅ i^2 = −1. äÁÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÁÍÉ ÓÏÂÏÊ, ÉÚ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

(a_1 + b_1i) + (a_2 + b_2i) = (a_1 + a_2) + (b_1 + b_2)i;

(a_1 + b_1i) · (a_2 + b_2i) = (a_1a_2 + b_1b_2(−1)) + (a_1b_2 + a_2b_1)i:

íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ −2, É ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ z = a + bj, ÇÄÅ j^2 = −2. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÓÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÔÏÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÁÍÉ ÓÏÂÏÊ, ÉÚ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

(a_1 + b_1j) + (a_2 + b_2j) = (a_1 + a_2) + (b_1 + b_2)j;

(a_1 + b_1j) · (a_2 + b_2j) = (a_1a_2 + b_1b_2(−2)) + (a_1b_2 + a_2b_1)j:

ïÔÌÉÞÉÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÇÄÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ j^2.

æÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ

(a + bj)^{−1} = a a^2 + 2b^2

+ −b a^2 + 2b^2 j;

É ÔÁË ËÁË a^2 + 2b^2 ≠ 0 ËÁË ÔÏÌØËÏ (a; b) ≠ (0; 0), ÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÉÚ 5 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÞÉÓÌÁ a + bj, ÇÄÅ j^2 = −2. œÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÂÕÄÕÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÙ.

äÁŒÁÊÔÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ Œ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ pĄ, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 =_{(p)} a ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, É ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ a ≠_{(p)} 0). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5 ÞÉÓÌÁ 1 É 4 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, Á 2 É 3 | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ. ôÁË ËÁË −1 =_{(5)} 4, ÔÏ ÞÉÓÌÏ −1 ÔÏÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ, ÔÁË ÕÖ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. úÁÔÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7 ÞÉÓÌÁ 1, 2, 4 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, Á −1, −2 É −4, ÉÌÉ 6, 5 É 3, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ. ôÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ĂÚÎÁËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁĄ, ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ ( a p ) . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ( a p ) = +1; ÅÓÌÉ a ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p; −1; ÅÓÌÉ a ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p;

0; ÅÓÌÉ a =_{(p)} 0:

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ÒÏŒÎÏ ÐÏÌÏ- ŒÉÎÁ ( Ô. Å. p − 12 ) ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÒÏŒÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, É ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ( a p ) = −1 É ( b p ) = −1, ÔÏ

( ab p ) = +1.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÔÏ ÞÉÓÌÁ a + bj, ÇÄÅ j^2 = t, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏ- ÌÑ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÇÄÅ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ).

çÌÁŒÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ÎÁÓ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ p| ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÞÉÓÌÏ 5 ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ

ff = 1 + √ 5 2 É fi = 1 − √ 5 2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ p (ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ) É ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (3) ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ìÕËÁÓÁ É æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÍÙÓÌ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

4. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕ- ÌÀ p

óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ z = a+bi, ÔÏ —z = a−bi. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ É ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

(z_1 + z_2) = —z_1 + —z_2; (z_1 · z_2) = —z_1 · —z_2:

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff ÅÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ:

x^2 + ax + b = 0;

ÔÏ —ff ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ É Œ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏÌÑ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(a + b · j) := a − b · j:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅ- ÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ.

ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É t ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, Ô. Å. ( t p ) = −1. ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ a + b · j, ÇÄÅ a É b ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p É j^2 = t.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÅÓÌÉ z = a + bj É —z = a − bj, ÔÏ

—z = z^p: (1)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, z^{p+1} = z —z = a^2−tb^2, Ô. Å. (p+1)-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏĄ ÞÉÓÌÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ĂÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍĄ ÞÉÓÌÏÍ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÄÁŒÁÊÔÅ ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (x + y)^p =_{(p)} x^p + y^p:

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ( p i ) = p! i!(p − i)!, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÅÌÑÝÉÍÉÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ 0 ¡ i ¡ p. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

(a + b · j)^p =_{(p)} a^p + b^p · j^p:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ a^p =_{(p)}a, b^p =_{(p)} b. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ j^p. ëÏÎÅÞÎÏ,

j^p = j^{p−1} · j = t^{(p−1)=2} · j:

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ t^{(p−1)=2} =_{(p)} −1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (p − 1)=2 ÃÅÌÏÅ, É ÅÓÌÉ s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ s = a^2 É

s^{(p−1)=2} =_{(p)} a^{p−1} =_{(p)} 1;

ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁÍ (p−1)=2 ËÏÒÎÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^{(p−1)=2} = 1 Œ ÐÏÌÅ ĂÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ pĄ. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÅ ËÏÒÎÅÊ, ÞÅÍ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t ÉÍÅÅÍ

t^{(p−1)=2} ≠_{(p)} 1:

œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ t^{p−1} =_{(p)} 1, É ÔÁË ËÁË

t^{p−1} − 1 =_{(p)} (t^{(p−1)=2} − 1)(t^{(p−1)=2} + 1);

ÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ: t^{(p−1)=2} =_{(p)} −1. üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ p ÐÒÏÓÔÏÅ É 5 ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ff = 1 + √ 5 2 É fi = 1 − √ 5 2 ÉÍÅÅÍ:

1) ff^p =_{(p)} fi, fi^p =_{(p)} ff;

2) ff^{p+1} =_{(p)} fi^{p+1} =_{(p)} ff · fi =_{(p)} −1.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ë ÞÉÓÌÁÍ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ìÕËÁ- ÓÁ. œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

u_{p+1} = ff^{p+1} − fi^{p+1} ff − fi

≡ 0 (mod p);

v_p = ff^p + fi^p ≡ ff + fi ≡ 1 (mod p):

þÔÏÂÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÜÔÉÍÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ p Ă5Ą ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ.

5. ëŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ 5 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p

óŒÏÊÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÈÏÞÕ ÓÅÊÞÁÓ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ É ÄÏŒÏÌØÎÏ ÇÌÕÂÏËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Ï ÓÉÍŒÏÌÅ ìÅÖÁÎÄÒÁ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÐÏÄ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ. îÁÍ ÎÕÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÚÁËÏÎÁ, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏ- ÇÏ üÊÌÅÒÏÍ É ìÅÖÁÎÄÒÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ çÁÕÓÓÏÍ, É ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÖÅÍÞÕÖÉÎ ĂÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊĄ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ( 5 p ) = { +1; ÅÓÌÉ p ≡ ±1 (mod 5); −1; ÅÓÌÉ p ≡ ±2 (mod 5):

óÎÁÞÁÌÁ ÄŒÅ ÏÂÝÉÈ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 1 (ìÅÖÁÎÄÒ).

a^{(p−1)=2} ≡ ( a p ) (mod p):

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a, (p − 1)=2-Ñ ÓÔÅ- ÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ +1, Á ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁŒÎÁ −1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. üÔÏ ÍÙ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÒÁŒÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : :; (p − 1)=2. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ P ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ:

P = {1; 2; : : :; (p − 1)=2};

ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÌÉÂÏ x ∈ P, ÌÉÂÏ −x ∈ P. æÉËÓÉÒÕÅÍ p É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ a ≠_{(p)} 0.

ìÅÍÍÁ 2 (çÁÕÓÓ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ k = 1; 2; : : :; (p − 1)=2 ÞÉÓÌÏ ffl_k ÒÁŒÎÏ +1 ÉÌÉ −1 É ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ a · k · ffl_k ∈ P ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ôÏÇÄÁ ( a p ) = (p−1)=2 ∏ k=1 ffl_k:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ k^′ É k^{′′} ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ a · k^′ · ffl_k′ É a · k^{′′} · ffl_k′′ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ïÎÉ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a·k^′ =_{(p)} a·k^{′′} ÉÌÉ a·k^′ =_{(p)} −a·k^{′′}, ÎÏ É ÐÅÒŒÏÅ É ŒÔÏÒÏÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ôÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P, ÔÏ

É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a · k · ffl_k ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ P. ðÕÓÔØ K ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ P. íÙ ÉÍÅÅÍ: K = (p−1)=2 ∏ k=1 a · k · ffl_k =_{(p)} a^{(p−1)=2} · K ·

(p−1)=2 ∏ k=1 ffl_k:

óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ K, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 1 =_{(p)} a^{(p−1)=2} ·

(p−1)=2∏ k=1 ffl_k, ÞÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ çÁÕÓÓÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ. õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ a = 5. äÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ p

p ≡ ±1 (mod 5) ⇐⇒ p = 10n + 1 ÉÌÉ p = 10n + 9; p ≡ ±2 (mod 5) ⇐⇒ p = 10n + 3 ÉÌÉ p = 10n + 7:

äÁŒÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ çÁÕÓÓÁ ÄÌÑ p = 10n + 1. úÄÅÓØ (p − 1)=2 = 5n, É ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ k = 1; 2; : : :; 5n.

ðÒÉ k = 1; 2; : : :; n:

5k = 5; 10; : : :; 5n É ffl_k = +1:

ðÒÉ k = n + 1; : : :; 2n:

5k = 5n + 1; : : : ; 10n É ffl_k = −1:

ðÒÉ k = 2n + 1; : : :; 3n:

5k = (10n + 1) + 4; : : :; (10n + 1) + 5(n − 1) + 4 É ffl_k = +1:

ðÒÉ k = 3n + 1; : : :; 4n ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ffl_k = −1, É ÐÒÉ k = 4n + 1; : : : ; 5n ÓÎÏŒÁ ffl_k = +1.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ −1 ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ 2n ÒÁÚ É ∏ ffl_k = +1. ôÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ p = 10n + 1, ÔÏ ( 5 p ) = +1.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ p = 10n + 3 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. úÄÅÓØ (p − 1)=2 = 5n + 1.

ðÒÉ k = 1; : : :; n ffl_k = +1. ðÒÉ k = n + 1; : : :; 2n ffl_k = −1. ðÒÉ k = 2n + 1; : : :; 3n ffl_k = +1. ðÒÉ k = 3n + 1; : : :; 4n ffl_k = −1.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ k = 4n + 1, 5k = 20n + 5 = (10n + 3) + (10n + 2), ÞÔÏ ÄÁÅÔ ffl_k = −1.

ðÒÉ k = 4n + 2; : : :; 5n + 1 ffl_k = +1.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ Ă−1Ą ÂÏÌØÛÅ, ŒÓÅÇÏ 2n+1 ĂÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃĄ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ( 5 p ) = −1 Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄŒÁ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓÌÕÞÁÑ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ.

6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Œ ËÏÎÃÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2, ÚÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ M (mod 5). íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ 2^4 ≡ 1 (mod 5) É ÞÔÏ

M = 2^q − 1 = 2^{4k+3} − 1 ≡ 2^3 − 1 ≡ 2 (mod 5):

úÁÐÏÍÎÉÍ ÜÔÏ: Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ M ≡ 2 (mod 5).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ M | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ( 5 M ) = −1 É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ É ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ 4. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ff^{M+1} ≡ fi^{M+1} ≡ −1 (mod M );

Á ÚÎÁÞÉÔ, v_{M+1} ≡ −2 (mod M ).

ðÕÓÔØ N = 2^{q−1} = M + 12 , Ô. Å. M + 1 = 2N . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

(v_N )^2 = (ff^N + fi^N )^2 = ff^{2N} + fi^{2N} + 2(fffi)^N = v_{2N} + 2 · (−1)^N : (1)

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ N ÞÅÔÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ,

(v_N )^2 = v_{2N} + 2 ≡ −2 + 2 ≡ 0 (mod M ):

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ v_N ≡ 0 (mod M ). îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ M ÐÒÏÓÔÏÅ. œÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ (ÐÏÓËÏÌØËÕ M ≡ 2 (mod 5)), ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ p ÞÉÓÌÁ M ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ p ≡ ±1 (mod 5); ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p ÞÉÓÌÁ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p ≡ ±2 (mod 5), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ( 5 p ) = −1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ 5 ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÕÎËÔÁ 4. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ff^{p+1} =_{(p)} fi^{p+1} =_{(p)} −1. òÁÚ p ÄÅÌÉÔ M É v_M ≡ 0 (mod M ), ÚÎÁÞÉÔ,

v_N = ff^N + fi^N =_{(p)} 0:

ðÕÓÔØ ffl = ff=fi. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

ffl^N =_{(p)} −1; (2)

Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ffl^{p+1} =_{(p)} 1. éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p + 1 = 2N , Ô. Å. p = M .

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ffl^{2N} = ffl^{2q} =_{(p)} +1.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ffl^a = 1 É ffl^b = 1. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÚÁÐÉ- ÛÅÍ a = b · c + r. ôÏÇÄÁ ffl^r = 1.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, 1 = ffl^a = (ffl^b)^c · ffl^r = 1 · ffl^r = ffl^r. ðÕÓÔØ d ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ffl^d =_{(p)} 1. ôÏÇÄÁ, ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ, d ÄÅÌÉÔ 2N (ÚÎÁÞÉÔ d = 2^s) É d ÄÅÌÉÔ p + 1. åÓÌÉ s = q, ÔÏ p + 1 = 2^q . éÎÁÞÅ s ¡ q, ÔÏÇÄÁ d ÄÅÌÉÔ N = 2^{q−1}, ÚÎÁÞÉÔ, ffl^N = (ffl^d)^{N=d} =_{(p)} 1, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (2). ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ M = 2^q −1 ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ v_2q−1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ M .

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ v_2i . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ r_i = v_2i . ôÏÇÄÁ r_0 = v_1 = 1. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÉÍÅÅÍ: r_1 = r^2_0 + 2 = 3 (ÚÄÅÓØ N ÎÅÞÅÔÎÏ). ðÒÉ i ⩾ 1 ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) Ó ÞÅÔÎÙÍ N :

r_{i+1} = r^2_i − 2; r_1 = 3:

é ÎÁÛ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ q | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4k + 3, ÔÏ ÞÉÓÌÏ M = 2^q − 1 ÐÒÏÓÔÏÅ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ r_{q−1} ≡ 0 (mod M ).

7. ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÒÉÍÅÒÙ

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ r_i ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ: r_1 = 11 (Œ ÄŒÏ- ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ).

äÌÑ r_2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ:_{1 1} × 1 1 1 1 + 1 1 . .... ...

− 1 0

r_2 = 1 1 1

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, r_2 = 111, Ô. Å. 7 Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.

äÌÑ r_3:

1 1 1 × 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 .. .... ..... .... .

− 1 0

r_3 = 1 0 1 1 1 1

éÔÁË, r_3 = 101111, Ô. Å. 47 Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.

úÄÅÓØ ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÉÍ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÐÒÉ q = 3, M = 7 | ÐÒÏÓÔÏÅ, É ËÁË ÒÁÚ r_2 = 7 ≡ 0 (mod 7).

óÌÅÄÕÀÝÉÍ q ÂÕÄÅÔ q = 7, M = 2^7−1 = 127. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ 127, ÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.

îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ r_4, r_5 É r_6 (mod 127). ðÒÉÑÔÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 127 ÕÖÅ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÊ, É ÏÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ĂÓÄŒÉÇÕ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉĄ ÎÁ 7 ÅÄÉÎÉÃ:

2^7 ≡ 1 (mod 2^7 − 1); ÚÎÁÞÉÔ, 2^{7+k} ≡ 2^k (mod 2^7 − 1):

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ r_4 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 127 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

: 1 0 1 1 1 1 : 1 0 1 1 1 1 + 1 : 0 1 1 1 1 1 0 : 1 1 1 1 1 0 1 1 : 1 1 − 1 0

ðÏÓÌÅ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

: 1 0 1 1 1 1 : 1 0 1 1 1 1 0 : 0 1 1 1 1 0 1 : 1 1 1 1 0 1 0 : 1 1 0 1 0 1 1 − 1 0 ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÃÉËÌÉÞÅÓËÉĄ | ÐÅÒÅÎÏÓÑ ÌÀÂÕÀ ŒÙÌÅÚÁÀ- ÝÕÀ ŒÌÅŒÏ ÚÁ 7 ÒÁÚÒÑÄÏŒ ÅÄÉÎÉÞËÕ ÎÁÐÒÁŒÏ. ðÏÌÕÞÁÅÍ:

1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 + 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, r_4 ≡ 0110000 (mod 127).

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ r_5: 0 0 0 0 1 1 0 + 0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

ôÏ ÅÓÔØ r_5 ≡ 2^4 (mod 127). ôÅÐÅÒØ r_6 ≡ 2^8 − 2 ≡ 2 − 2 ≡ 0 (mod 127). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ 127 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÙÌÏ ÐÏÓÞÉÔÁÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ M = 2^{127} − 1 ÐÒÏ- ÓÔÏÅ. ôÏÌØËÏ ÔÕÔ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄŒÏ- ÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ 127. ëÁË ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ œÉÌØÑÍÓ [W], ìÕËÁÓ ÓÄÅÌÁÌ ÓÅÂÅ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ É ÚÁÐÉÓÙŒÁÌ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ÜÔÏÊ ÄÏÓËÉ, ÒÁÓÓÔÁŒÌÑÑ ÌÁÄØÉ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ ÅÄÉÎÉÃ É ÏÓÔÁŒÌÑÑ ÐÕÓÔÙÍÉ ËÌÅÔËÉ ÎÕÌÅÊ. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÔØ ËÁË ĂÉÇÒÕĄ, ÓÌÅÄÕÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ. ðÏÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 100 ÞÁÓÏŒ ÔÁËÏÊ ÉÇÒÙ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ r_{127} ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2^{127} − 1.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[B] J. M. Bruce. A really trivial proof of the Lucas|Lehmer test // Amer.

Math. Monthly 100 (1993), P. 370|371.

[R] M. I. Rosen. A proof of the Lucas|Lehmer test // Amer. Math. Monthly 95 (1988), P. 855|856.

[W] H. C. Williams. «Edouard Lucas and primality testing, Canadian Math.

Soc. Monographs 22, John Wiley & Sons, N. Y., 1998.