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Îñíîâíàÿ ðàáîòà áûëà ñâÿçàíà ñ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ãîëîìîðôíî
ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

1.1. Âîêðóã ãèïîòåçû î êîíóñå.

Ñîâìåñòíî ñ Ì. Âåðáèöêèì ìû ïðîäîëæèëè èçó÷åíèå êýëåðîâà êîíóñà
ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Íåñêîëüêî ðàíüøå ìû äîêàçàëè òàê íàçû-
âàåìóþ ãèïîòåçó Êàâàìàòû-Ìîððèñîíà î êîíóñå äëÿ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé:
ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êýëåðîâ êîíóñ ãèïåðêýëåðîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëèýäðîì ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ. Îíî â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî ãðóï-
ïà õîäæåâîé ìîíîäðîìèè äåéñòâóåò ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îðáèò íà íåêîòî-
ðûõ îòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ êëàññàõ êîãîìîëîãèé òèïà (1, 1), íà-
çûâàåìûõ ÌÂÌ êëàññàìè (îðòîãîíàëüíûå ê ýòèì êëàññàì ãèïåðïëîñêîñòè
êàê ðàç è çàäàþò ãðàíè êýëåðîâà êîíóñà) . Îòñþäà âèäíî, ÷òî êâàäðàò
Áîâèëëÿ-Áîãîìîëîâà ÌÂÌ êëàññà îãðàíè÷åí (äåéñòâèòåëüíî, ìîíîäðîìèÿ
äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè) â çàâèñèìîñòè îò ìíîãîîáðàçèÿ X. Íî äëÿ ïðèëî-
æåíèé ñóùåñòâåíåí âîïðîñ, ìîæíî ëè íàéòè íå çàâèñÿùóþ îò X (à çàâè-
ñÿùóþ òîëüêî îò åãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà) îöåíêó íà ýòîò êâàäðàò. Ýòèì
ìû çàíèìàëèñü â îò÷åòíûé ïåðèîä, ÷òî íàøëî ñâîå îòðàæåíèå â ñòàòüå
Collections of parabolic orbits in homogeneous spaces, homogeneous dynamics
and hyperkahler geometry (ñì. https://arxiv.org/abs/1604.03927). Â íåé íà-
øè ìåòîäû ðàáîòû ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
êîòîðûå ïðîèñõîäÿò èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè è ïðèâåëè íàñ ê äîêàçàòåëü-
ñòâó ãèïîòåçû Êàâàìàòû-Ìîððèñîíà î êîíóñå, ïåðåíîñÿòñÿ íà ïàðàáîëè÷å-
ñêèå îðáèòû ñïåöèàëüíîãî âèäà â áîëåå îáùåì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå.
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êâàäðàò Áîâèëëÿ-Áîãîìîëîâà ÌÂÌ êëàññà
íà X îãðàíè÷åí ÷èñëîì, íå çàâèñÿùèì îò X , à çàâèñÿùèì òîëüêî îò åãî
òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà.

Â íàøåé ñëåäóþùåé ðàáîòå Construction of automorphisms of hyperk�ahler
manifolds (ñì https://arxiv.org/abs/1604.03079) ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ëþáîå ãèïåðêýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå èìååò äåôîð-
ìàöèè ñ àâòîìîðôèçìàìè íåêîòîðîãî çàäàííîãî òèïà (ãèïåðáîëè÷åñêèìè,
èëè â ñëó÷àå áîëüøîãî âòîðîãî ÷èñëà Áåòòè - ïàðàáîëè÷åñêèìè). Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòî îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòå Ìàðêìàíà òèïà Òîðåëëè - î òîì,
÷òî ïîñòðîåíèå àâòîìîðôèçìà ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ ýëåìåíòà õîäæå-
âîé ìîíîäðîìèè, ñîõðàíÿþùåãî êýëåðîâ êîíóñ. Êýëåðîâ êîíóñ áóäåò ðàâåí
ïîëîæèòåëüíîìó â îòñóòñòâèå ÌÂÌ êëàññîâ, à ïîñëåäíåå ãàðàíòèðîâàíî,
åñëè ôîðìà Áîâèëëÿ-Áîãîìîëîâà íà H2(X,Z) íå ïðåäñòàâëÿåò ìàëûõ öå-
ëûõ ÷èñåë (êðîìå, âîçìîæíî, íóëÿ). Òàêèì îáðàçîì, ýòà ðàáîòà - ñëåäñòâèå
íàøèõ èññëåäîâàíèé îá îãðàíè÷åííîñòè êâàäðàòà.

Ñòàòüÿ, ñîäåðæàùàÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Êàâàìàòû-Ìîððèñîíà î
êîíóñå, â ýòîì ã îäó ïðèíÿòà â æóðíàë Annales Scienti�ques de l'Ecole Normale

1



Sup�erieure ; äëÿ íàïèñàíèÿ îêîí÷àòåëüíîé âåðñèè ïîòðåáîâàëîñü åå íåìíîãî
ïåðåðàáîòàòü.

1.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå íà ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè

Ïóñòü X ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è D ⊂ X ãëàäêàÿ
ãèïåðï îâåðõíîñòü. Îãðàíè÷åíèå ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû σ
íà D èìååò â ëþáîé òî÷êå ðàíã 1, òàê ÷òî åãî ÿäðî çàäàåò ñëîåíèå F íà
D , íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñëîåíèåì. Â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðå-
ìåíè ÿ èçó÷àþ âîïðîñ î ðàçìåðíîñòè çàìûêàíèÿ Çàðèñêîãî ëèñòîâ ýòîãî
ñëîåíèÿ (ò.å. íàèìåíüøåãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñîäåðæàùåãî
ëèñò). Ñîâìåñòíî ñ Ô. Êàìïàíà ìû íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä äîêàçàëè, ÷òî
åñëè F íå ðàññëîåíèå íà ðàöèîíàëüíûå êðèâûå, òî îáùèé ëèñò êîìïàêòåí
(ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèå) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà íàøå ìíîãîîáðà-
çèå X - ïðîèçâåäåíèå Y ñ ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ S,
à D - ñ êðèâîé C íà íåé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X íåïðèâîäèìîå ãîëîìîðôíî
ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî ëèñòû F íåêîìïàêòíû, åñëè òîëüêî D
íå óíèëèíåé÷àòàÿ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàê îõàðàêòåðèçîâàòü
äðóãèå ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü çàìûêàíèÿ Çàðèñêîãî îáùåãî ñëîÿ
F ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü D. Î÷åâèäíûé ïðèìåð òàêîâîé - ýòî ñëó÷àé,
êîãäà X èìååò ñòðóêòóðó ëàãðàíæåâà ðàññëîåíèÿ f : X → B, à D ïðîîáðàç
ãèïåðïîâåðõíîñòè íà áàçå. Çàìûêàíèå ïî Çàðèñêîìó îáùåãî ëèñòà ÿâëÿ-
åòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ëàãðàíæåâûì òîðîì. Çà îò÷åòíûé ïåðèîä Ë. Ãóñåâîé è
ìíîé áûëà äîêàçàíà òåîðåìà - ñëåäóþùèé øàã â ïðîãðàììå êëàññèôèêàöèè.
Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà X íåïðèâîäèìîå ÷åòûðåõìåðíîå ãîëîìîðô-
íî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, à D òàêàÿ ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü,
÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå íà D èìååò íåêîìïàêòíûå ñëîè, íî êàñà-
òåëüíî ê ðàññëîåíèþ íà ïîâåðõíîñòè (ò.å. çàìûêàíèå ïî Çàðèñêîìó îáùå-
ãî ëèñòà äâóìåðíî). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå X èìååò ñòðóêòóðó
ëàãðàíæåâà ðàññëîåíèÿ f : X → B, à D ïðîîáðàç ãèïåðïîâåðõíîñòè íà áà-
çå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàëàñü êëàññèôèêàöèÿ Áðóíåëëû ãëàäêèõ
ñëîåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ, à òàêæå òåîðèÿ äåôîðìàöèé ëàãðàíæåâûõ ïîä-
ìíîãîîáðàçèé.

Ïî íàøèì ðåçóëüòàòàì ìû ïîäãîòîâèëè ñòàòüþ �On the characteristic
foliation on a smooth hypersurface in a holomorphic symplectic fourfold� (òåêñò
ñì. íà https://arxiv.org/abs/1611.00416 ), êîòîðóþ íà äíÿõ îòïðàâèëè â
æóðíàë.

Äðóãîå

Ñîâìåñòíî ñ À. Êóçíåöîâîé èçó÷àëèñü ýíäîìîðôèçìû ïðîåêòèâíûõ ðàñ-
ñëîåíèé, â ïðîäîëæåíèå ìîåé ñòàòüè On endomorphisms of projective bundles,
Manuscripta Math., 203. Â òîé ñòàòüå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîåêòèâíîå ðàñ-
ñëîåíèå íàä ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì äîïóñêàåò ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè
áîëüøå 1, êîììóòèðóþùèé ñ ïðîåêöèåé íà áàçó, åñëè è òîëüêî åñëè ðàññëîå-
íèå òðèâèàëèçóåòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî íàêðûòèÿ. Åùå áûëî äîêàçàíî äëÿ ðàñ-
ñëîåíèé íà ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ýíäîìîðôèçìîâ ñòåïå-
íè áîëüøå 1, íå îáÿçàòåëüíî êîììóòèðóþùèõ ñ ïðîåêöèåé íà áàçó, ñâÿçàíî
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ñ ðàñùåïëåíèåì ðàññëîåíèÿ. Â çàìåòêå ñ À. Êóçíåöîâîé ìû äîêàçàëè ðå-
çóëüòàò òîãî æå òèïà äëÿ ðàññëîåíèé ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà,îãðàíè÷èâøèñü
íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì êëàññîì áàç. À èìåííî, åñëè ïåðâûå êîãîìîëîãèè
ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà áàçå B îáðàùàþòñÿ â íóëü è Â îäíîñâÿçíà,òî ðàñ-
ñëîåíèå íàä B ñ ýíäîìîðôèçìàìè äîëæíî ïîëíîñòüþ ðàñùåïëÿòüñÿ. Ïî íà-
øèì ðåçóëüòàòàì ìû íàïèñàëè çàìåòêó Endomorphisms of projective bundles
over a certain class of varieties , ñì. https://arxiv.org/abs/1609.00910.
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