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1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

1.1. Ìíîãîîáðàçèÿ èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö. Â 2017 ãîäó ÿ ïðîäîëæèë èçó÷åíèå òîïî-
ëîãèè ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì òîðà è åå ñâÿçè ñ çàäà÷àìè êîìáèíàòîðèêè.

Ñîâìåñòíî ñ Â.Ì.Áóõøòàáåðîì ìû íà÷àëè èçó÷àòü ïðîñòðàíñòâà èçîñïåêòðàëüíûõ ðàçðå-
æåííûõ ìàòðèö ñ òî÷êè çðåíèÿ òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè, êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì. Ïîä ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé ïîíèìàåòñÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà ñ íóëÿìè íà çàäàííûõ
ïîçèöèÿõ. Ïîä ñëîâîì �èçîñïåêòðàëüíûé� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòðèöû ñ
ôèêñèðîâàííûìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (ïðîñòîé ñïåêòð). Êëàññè-
÷åñêèì ïðèìåðîì òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå òðåõäèàãîíàëüíûõ ýðìèòîâûõ
ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì ïðîñòûì ñïåêòðîì. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò áîãàòîé ñòðóêòó-
ðîé.

Âî-ïåðâûõ, íà íåì èìååòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà � íåïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê
Òîäû. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîòîêà Òîäû íåëèíåéíû, îäíàêî åãî ñâîéñòâà õîðîøî
èçó÷åíû. Èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïîñòîÿííû âäîëü òðàåêòîðèè ïîòî-
êà, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè
âñå òðàåêòîðèè ïîòîêà ñòðåìÿòñÿ ê äèàãîíàëüíûì ìàòðèöàì. Èìåííî ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò
äîêàçàòü ãëàäêîñòü ïðîñòðàíñòâà òðåõäèàãîíàëüíûõ èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö.

Âî-âòîðûõ, íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè èìååòñÿ äåéñòâèå êîìïàêòíîãî òîðà ïîëîâèííîé ðàçìåð-
íîñòè. Ïðîñòðàíñòâî îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ èçîñïåêòðàëüíûõ òðåõäèàãî-
íàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ ïîä (è íàä) äèàãîíàëüþ ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà. Ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêèì
ðåçóëüòàòàì Ìîçåðà è Òîìåè, ïðîñòðàíñòâî îðáèò äèôôåîìîðôíî çíàìåíèòîìó âûïóêëîìó
ìíîãîãðàííèêó � ïåðìóòîýäðó. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå âñåõ èçîñïåêòðàëüíûõ òðåõ-
äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì (íî ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ
òîðè÷åñêèì).

Ìû ñòàëè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàòü äðóãèå ïðèìåðû.

1.2. Ìíîæåñòâî èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö-ñòðåëîê. Ìàòðèöà-ñòðåëêà � ýòî ýðìèòîâà
ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà âñåõ ìåñòàõ êðîìå äèàãîíàëè, ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, ñòîÿò
íóëè. Ïðÿìûõ àíàëîãîâ ñèñòåìû Òîäû íà òàêîì ïðîñòðàíñòâå, ê ñîæàëåíèþ, íåò. Îäíàêî,
íàì óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, è íà íåì åñòü äåéñòâèå
êîìïàêòíîãî òîðà ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè. Ïðîñòðàíñòâî îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ îïÿòü ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ óãëàìè, îäíàêî, â îòëè÷èå îò òðåõäèàãîíàëüíîãî ñëó÷àÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîãðàííèêîì. Ïðîñòðàíñòâî îðáèò èìååò âåñüìà âû÷óðíóþ òîïîëîãèþ.

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð âîçíèêàåò äëÿ ìàòðèö 4× 4. Ïðîñòðàíñòâî èçîñïåêòðàëü-
íûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö-ñòðåëîê ðàçìåðà 4 × 4 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì 6-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.
Åãî ïðîñòðàíñòâî îðáèò ïî äåéñòâèþ òîðà ÿâëÿåòñÿ áóáëèêîì (ïîëíîòîðèåì), ãðàíèöà êî-
òîðîãî ðåãóëÿðíûì îáðàçîì ðàçáèòà íà øåñòèóãîëüíèêè. Òàêîé îáúåêò ìíîãîãðàííèêîì íå
ÿâëÿåòñÿ, íî âñå åãî ñîáñòâåííûå ãðàíè � ÿâëÿþòñÿ.

Â ñåðèè ïðåäûäóùèõ ñòàòåé ÿ ðàçðàáîòàë òåõíèêó, ïîçâîëÿþùóþ îïèñûâàòü êîãîìîëî-
ãèè è ýêâèâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèé, íà êîòîðûõ äåéñòâóåò òîð ïîëîâèííîé
ðàçìåðíîñòè, à âñå ñîáñòâåííûå ãðàíè ïðîñòðàíñòâà îðáèò - àöèêëè÷íû (ò.å. ÿâëÿþòñÿ ãî-
ìîëîãè÷åñêèìè ìíîãîãðàííèêàìè). Ìíîãîîáðàçèå ìàòðèö-ñòðåëîê ðàçìåðà 4 × 4 îêàçàëîñü
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èäåàëüíûì ïðèìåðîì, íà êîòîðîì ýòó òåõíèêó ìîæíî áûëî ïðîòåñòèðîâàòü. Ìû îïèñàëè
àëãåáðî-òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îñòàåòñÿ âîïðîñ, êàêîå ìåñòî ýòî
êîíêðåòíîå ìíîãîîáðàçèå çàíèìàåò â êëàññèôèêàöèè 6-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé: íà ýòîò âîïðîñ
ìû ïîñòàðàåìñÿ îòâåòèòü â ñëåäóþùåì ãîäó.

Äëÿ ìàòðèö-ñòðåëîê ðàçìåðîâ áîëüøèõ ÷åì 4× 4, ìû èçó÷èëè ïðîñòðàíñòâî îðáèò. Ñ ïî-
ìîùüþ òåîðèè íåðâ-êîìïëåêñîâ, ðàçðàáîòàííîé â ìîåé äèññåðòàöèè è ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
Â.Ì.Áóõøòàáåðîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî êóáè-
÷åñêîìó ïîäêîìïëåêñó ïåðìóòîýäðà. Äëÿ ìàòðèö 4×4 - ýòî ïðîñòî ãðàíèöà øåñòèóãîëüíèêà,
ò.å. îêðóæíîñòü. Äëÿ ìàòðèö 5 × 5 êóáè÷åñêèé ïîäêîìïëåêñ ïåðìóòîýäðà ëåãêî íàðèñîâàòü:
îí ãîìîòîïåí áóêåòó 7 îêðóæíîñòåé. Ïî-âèäèìîìó, ìàòðèöû 6 × 6 óæå äàþò áîëåå ñëîæ-
íóþ òîïîëîãèþ. Â äàëüíåéøèõ ïëàíàõ: ïîñ÷èòàòü ÷èñëà Áåòòè êóáè÷åñêèõ ïîäêîìïëåêñîâ
ïåðìóòîýäðà â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü îäèí âàæíûé ôàêò. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè (òàêèå êàê QR-ðàçëîæåíèå) õîðîøî ðàáîòàþò íà òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèöàõ,
íî �ëîìàþòñÿ� íà äðóãèõ òèïàõ ìàòðèö, íàïðèìåð, íà ìàòðèöàõ-ñòðåëêàõ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ,
÷òî ïðè÷èíà ýòîãî êðîåòñÿ â áîëåå ñëîæíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö-
ñòðåëîê, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòðàíñòâàìè òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Êàæåòñÿ, ÷òî òóò åñòü
ïðåäïîñûëêè ê äàëüíåéøåìó ñîòðóäíè÷åñòâó òîïîëîãîâ è ñïåöèàëèñòîâ â âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêå.

1.3. Ìíîæåñòâî èçîñïåêòðàëüíûõ ñòóïåí÷àòî-ýðìèòîâûõ ìàòðèö. Ñòóïåí÷àòî-ýðìè-
òîâà ìàòðèöà � ýòî ìàòðèöà, ó êîòîðîé ôèêñèðîâàí ñòóïåí÷àòûé êîíòóð íàä (è ïîä) äèàãî-
íàëüþ, âíå êîòîðîãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íóëåâûå. Êîíòóð îïðåäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé
ôóíêöèåé Õåññåíáåðãà. Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ôóíêöèé Õåññåíáåðãà (à çíà÷èò è çàäàâà-
åìûõ èìè ìíîãîîáðàçèé) ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà. Ïóñòü h � ôóíêöèÿ Õåññåíáåðãà, à Xh �
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Íà ïðîñòðàíñòâå Xh èìååòñÿ àíàëîã ïîòîêà Òîäû, îáëàäàþùèé õîðîøèìè àñèìïòîòè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ãëàäêîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Xh. Ìû ïðèìåíÿåì òåî-
ðèþ Ìîðñà è ÃÊÌ-òåîðèþ äëÿ îïèñàíèÿ êîãîìîëîãèé è ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé Xh.
×àñòè÷íî ýòè ðåçóëüòàòû áûëè èçâåñòíû ðàíåå.

Íàøåé îñíîâíîé öåëüþ â ýòîì ïîëå äåÿòåëüíîñòè áûëî èçó÷åíèå âçàèìîñâÿçè ìíîãîîáðàçèÿ
Xh ñ ìíîãîîáðàçèÿìè Õåññåíáåðãà Yh. Êàæäîé ôóíêöèè Õåññåíáåðãà h ìîæíî ñîïîñòàâèòü
àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå Õåññåíáåðãà Yh â ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ êîìïëåêñíûõ ôëà-
ãîâ. Ôàêò, êîòîðûé, ïî-âèäèìîìó, ðàíåå â ðàáîòàõ íå îáñóæäàëñÿ, òàêîâ: ìíîãîîáðàçèÿ Xh è
Yh ðàçëè÷íû, õîòÿ è èìåþò ìíîãî îáùåãî (îäèíàêîâûå ïðîñòðàíñòâà îðáèò ïî äåéñòâèþ òî-
ðà, îäèíàêîâûå ÷èñëà Áåòòè, èçîìîðôíûå êîëüöà ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé). Ìû ñòàëè
èçó÷àòü ýòó âçàèìîñâÿçü áîëåå äåòàëüíî è îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå Zh â
ãðóïïå Ëè U(n) óíèòàðíûõ ìàòðèö, òàêîå ÷òî åãî ôàêòîð ïî ëåâîìó äåéñòâèþ êîìïàêòíîãî
òîðà åñòü Xh, à ôàêòîð ïî ïðàâîìó äåéñòâèþ åñòü Yh. Îáúåêòû, ïîäîáíûå ìíîãîîáðàçèÿì
Zh, çàñëóæèâàþò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.

1.4. Êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà Òîäû. Ïîñëåäíèé êëàññ ïðè-
ìåðîâ, íàä êîòîðûì ÿ íà÷àë ðàáîòàòü � ýòî ïåðèîäè÷åñêèå òðåõäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ò.å.
ýðìèòîâû ìàòðèöû, ó êîòîðûõ íåíóëåâûå ýëåìåíòû äîïóñêàþòñÿ òîëüêî íà äèàãîíàëè, ïîä
äèàãîíàëüþ, íàä äèàãîíàëüþ, à òàêæå â ëåâîì íèæíåì è ïðàâîì âåðõíåì óãëàõ. Íà ïðîñòðàí-
ñòâå òàêèõ ìàòðèö äåéñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê Òîäû. Îí õîðîøèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè íå îáëàäàåò, îäíàêî åãî ïîâåäåíèå âíå òî÷åê âûðîæäåíèÿ ïîïàäàåò ïîä òåîðåìó
Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà.

ß ñòàë ðàññìàòðèâàòü òî÷êè âûðîæäåíèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ìàò-
ðèö, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ (êîíå÷íî, èç ÷èñëà òåõ,
êîòîðûå â ïðèíöèïå äîïóñêàþòñÿ íåíóëåâûìè). Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê Òîäû
âûðîæäàåòñÿ â íåïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê Òîäû. Òîïîëîãèþ ìíîæåñòâà òî÷åê âûðîæäåíèÿ îêà-
çàëîñü óäîáíûì îïèñàòü ïðè ïîìîùè çàìîùåíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïàðàëëåëüíûìè
êîïèÿìè ïðàâèëüíîãî ïåðìóòîýäðà. Âîçíèêàþùèå â çàäà÷å î ïåðèîäè÷åñêîì ïîòîêå Òîäû
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êîìáèíàòîðíûå ñòðóêòóðû òåñíî ñâÿçàíû ñ öèêëîïåðìóòîýäðîì Ã.Ïàíèíîé. Èññëåäîâàíèå
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÷åñêè èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è êâàíòîâàíèå�, ÌÃÓ, äîêëàä: Îáúåìû ìóëüòè-ìíîãî-
ãðàííèêîâ è àëãåáðû ìóëüòè-âååðîâ.

• Ñåìèíàð îòäåëà ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ÌÈÀÍ �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ôèçèêà�, äîêëàä: Ìíîãîîáðàçèÿ ñòóïåí÷àòûõ èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö è ìíîãî-
îáðàçèÿ Õåññåíáåðãà.

• Invited talk at Shanghai Jiao Tong University: Combinatorics and toric topology of spaces
of isospectral matrices.

4. Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà

Ïðîäîëæàåòñÿ ñîòðóäíè÷åñòâî ñ Ì.Ìàñóäîé èç Osaka City University è åãî íàó÷íîé øêîëîé.
Âçàèìîäåéñòâèå ñ ßîêóíîì Âó è Òþäîðîì Ðàòüþ èç Shanghai Jiao Tong University.

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Âåñíà 2017: êóðñ Òîïîëîãèÿ-3 â ÍÌÓ, 15 ëåêöèé. Ïîäãîòîâëåíû êîíñïåêòû ëåêöèé è ëèñòêè
ñåìèíàðîâ.

Âåñíà 2017: âåë ñåìèíàðû ïî Ìàò.àíàëèçó íà 1 êóðñå ÔÊÍ ÂØÝ.
Âåñíà 2017: âåë ñåìèíàðû ïî Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íà 2 êóðñå íà ÔÊÍ ÂØÝ.
Îñåíü 2017: âåäó ñåìèíàðû ïî Ìàò.àíàëèçó íà 1 êóðñå ÔÊÍ ÂØÝ.
Îñåíü 2017: âåäó ñåìèíàðû ïî Ìàò.àíàëèçó íà 2 êóðñå ÔÊÍ ÂØÝ.
Áûë ðóêîâîäèòåëåì íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîé ëåòíåé ïðàêòèêè ó ïÿòåðûõ ñòóäåíòîâ ÔÊÍ

ÂØÝ.
Ðóêîâîäèòåëü êóðñîâîé ðàáîòû ó îäíîãî ñòóäåíòà ÔÊÍ ÂØÝ â 2017-2018 ó÷åáíîì ãîäó.


