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1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Ìîÿ äåÿòåëüíîñòü â ýòîì ãîäó ëåæèò íà ñòûêå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì è èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèÿ (à äëÿ ìîòèâàöèè òàêæå èñïîëüçóþòñÿ äâóìåðíàÿ
êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ è ÷åòûðåõìåðíûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå êàëèáðîâî÷íå òåîðèè).

Íà÷àëüíîé òî÷êîé âñåõ çàäà÷ êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ íèæå, ìîæíî ñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè è êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó-
÷àå îíî ïèøåòñÿ êàê

τ(z) =
∑
m∈Z

smF(~θ, σ +m|Z), (1)

çäåñü τ(z) ýòî òàó ôóíêöèÿ çàäà÷è èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ Φ′(z) = A(z)Φ(z), ãäå A(z) =

∑
Ai

z−zi , Ai ∈ gl(2), ñ ÷åòûðüìÿ îñîáûìè òî÷êàìè;

F(~θ, σ + Λ|Z) � ÷åòûðåõòî÷å÷íûé êîíôîðìíûé áëîê äëÿ àëãåáðû Âèðàñîðî ñ öåíòðàëü-
íûì çàðÿäîì ðàâíûì 1. Äàííûé ñëó÷àé èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè ýêâèâàëåíòåí óðàâ-
íåíèþ Ïåíëåâå VI. Ôîðìóëà àíàëîãè÷íàÿ (1) ñóùåñòâóåò è äëÿ äðóãèõ èçîìîíîäðîìíûõ
äåôîðìàöèé, ïðîñòî ìåíÿåòñÿ èëè ÷èñëî òî÷åê èëè àëãåáðà ñèììåòðèè, âìåñòî àëãåáðû

Âèðàñîðî ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ W (ĝl(N)) íà óðîâíå N .
Ôîðìóëà (1) äîêàçàíà (ïðè÷åì ðàçíûìè ñïîñîáàìè), èìååò ìíîãî îáîáùåíèé (íåêîòîðûå

èç êîòîðûõ ÿ è óïîìÿíó íèæå). Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ åå èíòåðïðåòàöèÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïðàâàÿ ÷àñòü öåëèêîì èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êîíôîðìíûé áëîê
äëÿ íåêîé òåîðèè ñ ñèììåòðèåé GL(2) èëè GL(N) åñëè Ai ∈ gl(N). Ïîëÿ ýòîé òåîðèè
ñîáñòâåííî íóìåðóþòñÿ ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè A ∈ gl(N). Êàæäîå òàêîå ïîëå ìîæíî
áîçîíèçèðîâàòü â òåðìèíàõ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû â êîòîðîé ëåæèò A, íî äëÿ ðàçíûõ
òî÷åê åäèíîé êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû íåò, åäèíîé áîçîíèçàöèè íåò, ïîýòîìó âû÷èñëåíèå
êîíôîðìíûõ áëîêîâ â ýòîé òåîðèè ïî ñóòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà.

1.1. Òâèñòîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Êàöà-Ìóäè è òâèñò ïîëÿ äëÿW àëãåáð

Â ðàáîòå [3] ìû èçó÷àëè ñïåöèàëüíûå ïîëÿ (ïðåäñòàâëåíèÿ) äëÿ ýòîé òåîðèè, ýêñïîíåí-
òû êîòîðûõ ëåæàò â íîðìàëèçàòîðå Êàðòàíà N(H) ⊂ GL(N), òàê æå ìû ðàññìàòðèâàëè
ñëó÷àé ãðóïïû SO(n). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíóþ áîçîíèçàöèþ (èëè ôåðìè-
îíèçàöèþ) äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ â ôîðìóëå âèäà (1), îäíàêî îíà óæå áóäåò îïðåäåëåíà
íà íàêðûòèè èñõîäíîé ñôåðû, íàêðûòèå áóäåò âåòâèòüñÿ â òî÷êàõ zi, è òèï âåòâëåíèÿ áó-
äåò çàâèñèòü îò Mi = exp(2πiAi). Íàïðèìåð åñëè Mi ýòî ïðîñòî ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè, òî
ïðè îáõîäå âîêðóã zi ïåðåñòàâëÿþòñÿ ëèñòû íàêðûòèÿ.

Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû � ýòî ôîðìóëû äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ òàêèõ ïîëåé (îíè
íàçûâàþòñÿ òâèñò-ïîëÿìè). Îòâåò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè íàêðûòèÿ. Äðóãîé ðåçóëüòàò � ýòî íàõîæäåíèå õàðàêòåðîâ òâèñòîâàííûõ
ïðåäñòàâëåíèé. Áûâàåò ÷òî ýëåìåíòû A ñîîòâåòñòâóþùèå òâèñò ïîëÿì ìîãóò áûòü ñîïðÿ-
æåíû ïðè ïîìîùè ãðóïïû G, íî íå ïðè ïîìîùè N(H). Òàêèå ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû äàþò
ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, íî èõ õàðàêòåðû ïîëó÷àþòñÿ ïîñ÷èòàííûìè ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè, ÷òî âëå÷åò íåòðèâèàëüíûå òîæäåñòâà, òàêèå êàê òîæäåñòâà Ìàêäîíàëüäà. Äëÿ
ãðóïïû GL(N) òîæäåñòâî èìååò âèä:∑

α∈Qsl(N)
q

1
2
(α+ 1

N
ρ,α+ 1

N
ρ)∏∞

k=1(1− qk)N
=

q
1

2N2 (ρ,ρ)∏∞
k=1(1− qk/N)

. (2)

1.2. Èçîíîäðîìíûå äåôîðìàöèè è c = −2 Â ñîâìåñòíîé (è ïîêà íåçàâåðøåííîé) ðà-
áîòå ñ Àíòîíîì Ùå÷êèíûì ìû èçó÷àåì äðóãóþ òåîðèþ ó êîòîðîé åñòü ñèììåòðèÿ ãðóïïû
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Ëè. À èìåííî àëãåáðó Âèðàñîðî ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì −2, èëè, òî÷íåå, åå ðàñøèðå-
íèå W -òðèïëåòíóþ òåîðèþ. Îáùèå àðãóìåíòû ãîâîðÿò, ÷òî êîíôîðìíûå áëîêè äëÿ òàêîé
òåîðèè òàêæå äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñ èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèåé. Îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ
ôîðìóëû (1) â ÷àñòíîñòè â òîì, ÷òî òåïåðü ïðîñòðàíñòâî êîíôîðìíûõ áëîêîâ íå îäíî-
ìåðíîå, äàæå â ñëó÷àå Ïåíëåâå îíî äâóìåðíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåïåðü áóäåò äâå òàó
ôóíêöèè τ1, τ2 çàäàííûå ôîðìóëàìè òèïà (1).

τi(z) =
∑

m∈2Z+i

snF−2(~θ, σ +m|z), (3)

çäåñü F−2(~θ, σ + m|z) ýòî êîíôîðìíûå áëîê ïðè c = −2. Èçîìîíîäðîìíàÿ òàó ôóíêöèÿ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ ïî ôîðìóëå

τ(z) = τ1(z)2 + τ2(z)2. (4)

Ñóùåñòâóþò (äîëæíû ñóùåñòâîâàòü) è äðóãèå óðàâíåíèÿ íà τi êîòîðûå îïðåäåëÿþò èõ â
òåðìèíàõ èçîìîíîäðîìíîé çàäà÷è. Êàê áûëî íàïèñàíî âûøå � ðàáîòà ïîêà íå çàâåðøåíà.

1.3. q-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ êàê äåàâòîíîìèçàöèÿ êëàñòåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì Ðàáîòû [4],[5] ïîñâÿùåíû q-äåôîðìàöèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èçîìîíîäðîìíûìè
äåôîðìàöèÿìè è êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ. Òåïåðü ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èçîìîíî-
äðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè q-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è êîíôîðìíûìè áëîêàìè äëÿ q-äåôîð-
ìèðîâàííûõ âåðòåêñíûõ àëãåáð, àëãåáðàè÷åñêè áîëåå óäîáíî äóìàòü î íåêèõ êâàíòîâûõ
ãðóïïàõ, âðîäå êâàíòîâîé òîðîèäàëüíîé gl(1).

Â ðàáîòå [4] åñòü òðè îñíîâíûõ ïîëîæåíèÿ. Âî ïåðâûõ, ìíîãèå (íî íå âñå) òàêèå óðàâ-
íåíèÿ èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü êàê äåàâòîíîìèçàöèþ êëàñòåðíûõ
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Âî âòîðûõ, ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ïîñëå äåàâòîíîìèçàöèè óðàâíå-
íèé ïèøóòñÿ ðÿäàìè òèïà (1). È â òðåòüèõ, åñëè ìû ïðîêâàíòóåì íà÷àëüíóþ, êëàñòåðíóþ
èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó, òî ðåøåíèÿ äåàâòîíîìèçàöèè áóäóò ïèñàòü ðÿäàìè òèïà (1), íî
òîëüêî òåïåðü öåíòðàëüíûé çàðÿä áóäåò íå ðàâíûì 1, à îáùèì.

Êëàñòåðíûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ïèøóòñÿ ïî âûïóêëîìó öåëî÷èñëåííîìó ìíîãî-
óãîëüíèêó � ìíîãîóãîëüíèêó Íüþòîíà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé. Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåííûé
âûøå ïëàí èçó÷àåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîóãîëüíèê ñ îäíîé öåëîé òî÷êîé âíóòðè, òàêèõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû SA(2,Z)) ñóùåñòâóåò 16, ñì. ðèñ 1.

3 4a 4b 4c 5a 5b 6a 6b

6c 6d 7a 7b 8a 8b 8c 9

Ðèñ. 1: Ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà ñ îäíîé öåëîé òî÷êîé âíóòðè è 3 ≤ B ≤ 9 òî÷åê íà ãðàíèöå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëå äåàâòîíîìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïî-
ëó÷àþòñÿ q-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå (âñå, êðîìå òðåõ èç êëàññèôèêàöèè Ñàêàè),
ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ q-óðàâíåíèé Ïåíëåâå è êâàíòîâûõ q-
óðàâíåíèé Ïåíëåâå.
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Â íåäîïèñàííîé ðàáîòå [5] ïðèâåäåííàÿ âûøå ïðîãðàììà ïðèìåíÿåòñÿ ê ñëó÷àþ èíòå-
ãðèðóåìûõ ñèñòåì òèïà Òîäû.

1.4. Òâèñòîâàííûå ïðåäñòàâëåíèå òîðîèäàëüíîé àëãåáðû Íàäî ñêàçàòü, ÷òî â q-
äåôîðìèðîâàííîé ñèòóàöèè, ôîðìóëû òèïà (1), î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â ïðîøëîì ïóíêòå
ïîêà íå äîêàçàíû.

Ñóùåñòâóåò îäíàêî ñëó÷àé êîãäà äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðîâåñòè. Â íåäîïèñàííîé
ðàáîòå ñ Ðîìîé Ãîíèíûì ìû äîêàçàëè ñîîòíîøåíèå

(z1/2; q1/2, q1/2)∞ =
∑
m∈Z

Fq(q
m+ 1

4 |z). (5)

Äâîéíîé Ïîêãàììåð â ëåâîé ÷àñòè � ýòî íà ñàìîì äåëå ïðèìåð òàó ôóíêöèè äëÿ íåêîòî-
ðîãî q-Ïåíëåâå ñîîòâåòñòâóþùåé òâèñòîâàííûì ïîëÿì. Ôóíêöèè Fq(u|z) � ýòî q-äåôîð-
ìèðîâàí-íûå êîíôîðìíûå áëîêè. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (5) îñíîâàíî íà êîíñòðóêöèè
q-äåôîðìèðîâàííîé àëãåáðû Âèðàñîðî ïðè ïîìîùè òâèñòîâàííîãî Ãåéçåíáåðãà (èëè òâè-
ñòîâàííîé q-äåôîðìèðîâàííîé àëãåáðû Âèðàñîðî).

2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

Ðàáîòû [1],[2] áûëè íàïèñàíû â ïðîøëîì ãîäó, âûøëè â æóðíàëàõ óæå â ýòîì.
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3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

• Ðîæäåñòâåíñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå âñòðå÷è, Ìîñêâà ÍÌÓ, 4-6 ÿíâàðÿ. Äîêëàä Ïëîñêèå
ðàçáèåíèÿ ñ ÿìîé è W àëãåáðû

• Âòîðàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ñòðóí, èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì è òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé, Ìîñêâà 21 ÿíâàðÿ�� 22 ôåâðàëÿ 2017. (îðãàíèçàòîð) Âñåãî áûëî îêîëî 100
ó÷àñòíèêîâ èç Ðîññèè è Óêðàèíû, â 2018 ãîäó ìû îðãàíèçîâûâàåì òðåòüþ øêîëó.

• Øåñòàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðè-
àíòîâ , Ìîñêâà 30 ÿíâàðÿ � 4 ôåâðàëÿ 2017. Äîêëàä ïëîñêèå ðàçáèåíèÿ ñ "ÿìîé":
ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé
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• Workshop Representation Theory and Integrable Systems, Àìñòåðäàì 16�24 ìàÿ 2017.
Äîêëàä Discrete Painlev�e equations and cluster transformations.

• International Conference on Integrable Systems and Quantum symmetries , Ïðàãà 6�10
èþíÿ 2017. Äîêëàä q-deformed Painlev�e tau function and q-deformed conformal blocks

• Workshop on Geometric Correspondence of Gauge Theories, Òðèåñò 10�14 èþëÿ 2017.
Äîêëàä Algebraic solutions of Painleve equations and twisted representations of Virasoro
and q-Virasoro algebras

• Workshop on Classical and Quantum Integrable Systems, Äóáíà 24�29 èþëÿ 2017. Ââîä-
íàÿ ëåêöèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ Èçîìîíîäðîìíûå äåôîðìàöèè è êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ.

• Workshop and School "Topological Field Theories, String theory and Matrix Models Ìîñêâà
25�31 àâãóñòà 2017, äîêëàä Cluster varieties, integrable systems and q-Painleve equations
II

4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ;

Ñ 11 ïî 25 èþíÿ áûë ñ íàó÷íûì âèçèòîì â Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå ïåðñïåêòèâíûõ èññëå-
äîâàíèé (SISSA). Ïðîâîäèë íàó÷íûå îáñóæäåíèÿ ñ À. Òàíçèíè, Äæ. Áîíåëëè, À. Ãðàññè,
ñâÿçàííûå ñ ðàáîòàìè [1],[2] è ãîòîâÿùèéñÿ â òîò ìîìåíò [4] è èõ ðàáîòàìè.

5 Ïðåïîäàâàíèå

Â âåñåííîì ñåìåñòðå ÷èòàë êóðñ ¾Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï¿ äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà
ÔÎÏÔ ÌÔÒÈ. Â ýòîv ãîäó êóðñ ïðîõîäèë â ÍÌÓ.

Â îñåííåì ñåìåñòðå ÿ ÷èòàë êóðñ ¾Òåîðèÿ ñòðóí è êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ¿ â Ñêîë-
òåõå. Êóðñ ïîñâÿùåí êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ è ñâÿçàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì ñþæåòàì.

Ðóêîâîæó ìàãèñòðàíòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÈÓ ÂØÝ Ðîìàíîì Ãîíèíûì,
îí çàùèòèë äèïëîì è ïîñòóïèë òàì æå â àñïèðàíòóðó. Òàêæå ðóêîâîæó àñïèðàíòîì ïåð-
âîãî ãîäà ÍÈÓ ÂØÝ è Ñêîëòåõà Àíòîíîì Ùå÷êèíûì è ñòóäåíòîì ìàãèñòðàòóðû ÍÈÓ
ÂØÝ Þðèåì Æóðàâëåâûì.

Àññèñòèðîâàë íà çàíÿòèÿõ êðóæêà ïî ìàòåìàòèêå äëÿ øêîëüíèêîâ 6-9 êëàññà â ×åðíî-
ãîëîâêå.
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