
Ìèõàèë Áåðøòåéí, Îò÷åò çà 2018 ãîä

1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû çà 2018 ãîäà

Ìîÿ äåÿòåëüíîñòü â ýòîì ãîäó ëåæèò íà ñòûêå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì è èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèÿ (à äëÿ ìîòèâàöèè òàêæå èñïîëüçóþòñÿ äâóìåðíàÿ
êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ è ÷åòûðåõìåðíûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå êàëèáðîâî÷íå òåîðèè).

1.1. Äåàâòíîíîìèçàöèÿ êëàñòåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

Ñîâìåñòíàÿ ñ Ï. Ãàâðèëåíêî è À. Ìàðøàêîâûì ðàáîòà [2] ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïðî-
øëîãîäíåé ðàáîòû [3]. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà òàì ñîñòîÿëà â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ, êàæäî-
ìó ìíîãîóãîëüíèêó Íüþòîíà ∆ ìîæíî ñîïîñòàâèòü êëàñòåðíóþ èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó
(ïî Ãîí÷àðîâó-Êåíüîíó è Ôîêó-Ìàðøàêîâó) Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿ-
åòñÿ X-êëàñòåðíûì ìíîãîîáðàçèåì XQ ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà, îïðåäåë¼ííîé êîë÷àíîì Q.
Ãðóïïà GQ äèñêðåòíûõ àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâóåò íà XQ, ñîõðàíÿÿ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ
êëàñòåðíîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû. Ïîñëå äåàâòîíîìèçàöèè äåéñòâèå GQ ïðèâîäèò ê q-
ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì, ÿâëÿþùèìèñÿ óðàâíåíèÿìè q-èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé. Íà-
êîíåö, ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ÿâíî ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Íåêðàñîâà â ïÿòèìåð-
íîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, èëè æå ñ ïîìîùüþ àìïëèòóä òîïîëîãè-
÷åñêèõ ñòðóí íà ìíîãîîáðàçèè Êàëàáè-ßó CY∆. Êðèâàÿ Çàéáåðãà-Âèòòåíà äëÿ ñóïåðñèì-
ìåòðè÷íîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè è ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-ßó ñòðîÿòñÿ
ïî òîìó æå ñàìîìó ìíîãîóãîëüíèêó Íüþòîíà ∆. Óòâåðæäåíèå î ðåøåíèÿõ q-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ, íà ñàìîì äåëå, îáîáùåíèåì (q-äåôîðìèðîâàííîãî) ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-
äó CFT è èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè (ðàáîòû Ëèñîâîãî, Èîðãîâà è äðóãèõ)

Â ïðîøëîãîäíåé ðàáîòå [3] ýòî âñå èçó÷àëàñü äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïðè ýòîì òðèâèàëüíî âûïîëíåíî, íî çàòî åñòü áîëü-
øàÿ ãðóïïà GQ êîòîðàÿ ïîñëå äåàâòîíîìèçàöèè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå. Â íîâîé
ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äðóãîé ïðèìåð, êîãäà èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîé
çàìêíóòîé ñèñòåìîé Òîäû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà îáîçíà÷àåòñÿ ∆N,k,
ñ 0 ≤ k ≤ N è èìååò âèä:

(N,0)

(0,-1)

(0,0)

(N-k,1)

N=6, k=2

Ïîñëå äåàâòíîìèçàöèè äèñêðåòíûé ïîòîê ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

τ(n,m+1)τ(n,m−1) = τ 2
(n,m) + z

1/N
0 q

kn−Nm

N2 τ(n+1,m)τ(n−1,m) (1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè τ(n+k,m+N) = τ(n,m). Ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü óðàâåíèÿ(1) êàê
ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà N òàó ôóíêöèé {τj(z)|j ∈ Z/NZ} îò ïåðåìåííîé z =

z0q
kn−Nm

N

τj(qz)τj(q
−1z) = τj(z)2 + z1/Nτj+1(qk/Nz)τj−1(q−k/Nz) . (2)

Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) èìååò âèä ðÿäà
Ôóðüå ñîñòîÿùåãî èç Íåêðàñîâñêèõ ñòàòñóìì

τN,k
j (~u,~s; q|z) =

∑
~Λ∈QN−1+ωj

sΛZN,k(~uq
~Λ; q−1, q|z), j ∈ Z/NZ . (3)
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Â àâòîíîìíîé ñèòóàöèè ðåøåíèå äàåòñÿ ÷åðåç òåòà ôóíêöèè ïîñòðîåííûå ïî êðèâîé CN,k

çàäàííîé óðàâíåíèåì

λ−1 + µN−kλ+ µN + cN−1µ
N−1 + . . .+ c0 = 0 (4)

Ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà êàê âûøå.

1.2. c = −2 òàó ôóíêöèè

Â ðàáîòå ñ À. Ùå÷êèíûì [1] èçó÷àåòñÿ àíàëîã ôîðìóëû (3). À èìåííî, â ïðàâîé ÷àñòè
ôîðìóëû (3) ñòîèò ðÿä Ôóðüå èç Íåêðàñîâñêèõ ñòàòñóìì ñ ïàðàìåòðàìè (q1, q2) = (q, q−1).
Â êîíôîðìíîì ïðåäåëå ýòî ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîìó çàðÿäó c = N − 1 äëÿ W àëãåáðû
slN , â ÷àñòíîñòè c = 1 äëÿ àëãåáðû Âèðàñîðî. Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò òàó ôóíêöèÿ äåàâ-
òîíîìèçàöèè èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, â äàííûõ ïðèìåðàõ òàó ôóíêöèÿ èçîìîíîäðîìíîé
äåôîðìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî (èëè q-ðàçíîñòíîãî) óðàâíåíèÿ.

Åñòü öåëûé ðÿä ïðè÷èí îæèäàòü ïîäîáíûé ðÿä Ôóðüå äîëæåí áûòü êàêîé-òî òàó ôóíê-
öèé è äëÿ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé íà ïàðàìåòðû q1, q2. Â ðàáîòå [1] èçó÷àåòñÿ ïåðâûé ïðèìåð
òàêîãî ðÿäà, äëÿ ñëó÷àÿ ñîîòíîøåíèÿ q2

1q2 = 1. Ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå òàó ôóíêöèè

τ±(a, s|z) =
∑
n∈Z

sn/2Z(a+ 2nε;∓ε,±2ε|z), (5)

çäåñü qi = exp(Rεi), Z � Íåêðàñîâñêàÿ ñòàòñóììà. Â ñëó÷àå N = 2 ýòè òàó ôóíêöèè ñâÿçû-
âàþòñÿ ñ òàó ôóíêöèÿìè áåñïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå � äèôôåðåíöèàëüíîãî
III(D8)(1) è q-ðàçíîñòíîãî A(1)

7 .
Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà óðàâíåíèÿõ ðàçäóòèÿ Íàêàäæèìû-�øèîêè. Ñèìâîëè÷åñêè

ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

βDZ(a, ε1, ε2|z) =
∑
n

D
(
Z(a+ nε1, ε1,−ε1 + ε2|z),Z(a+ nε2, ε1 − ε2, ε2|z)

)
, (6)

ãäå D � íåêîòîðûé äèôôåðåíöèàëüíûé (èëè ðàçíîñòíûé) îïåðàòîð è βD íåêîòîðàÿ (âîç-
ìîæíî ðàâíàÿ íóëþ) ôóíêöèÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè −ε1 = ε2 = ε è ñóììèðîâàíèÿ ýòè
óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì íà òàó ôóíêöèè

τ+τ− = τ, D1
[log z](τ

+, τ−) = z1/4τ1, D2
[log z](τ

+, τ−) = 0, (7)

D3
[log z](τ

+, τ−) = z1/4

(
z
d

dz

)
τ1, D4

[log z](τ
+, τ−) = −2zτ, (8)

â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå è

τ+τ− = τ, τ+τ− + τ+τ− = 2τ, τ+τ− − τ+τ− = −2z1/4τ1. (9)

â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå. ÇäåñüDk
[log z] îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Õèðîòû, f(z) =

f(qz), f(z) = f(q−1z) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f . Èç ýòèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíîñòè ëåãêî âûòåêà-
åò äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû èç ïðîøëîé ñòàòüè, à èìåííî ôîðìóëû (3) äëÿ ñëó÷àÿ N = 2.
Ïðàâäà îáîáùåíèå íà ñëó÷àé áîëüøåãî N ïîêà îñòàåòñÿ íåÿñíûì.

Ìîðàëüíî ýòî îáîáùåíèå îò c = 1 ê c = −2 òàó ôóíêöèè ïîõîæå íà ïåðåõîä îò β = 2 ê
β = 1 èëè β = 4 â ìàòðè÷íîé ìîäåëè èëè îò ÊÏ ê ÁÊÏ òàó ôóíêöèè.

1.3. Òâèñòîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Â åùå íåäîïèñàííîé ðàáîòå ñ Ð. Ãîíèíûì èçó÷àþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ gl1 òîðîèäàëüíîé
àëãåáðû. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé q = t, (q1q2 = 1 â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå) ïîýòî-
ìó ðå÷ü èäåò î ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû q-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ Diffq. Ãðóïïà SL(2,Z)
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äåéñòâóåò íà ýòîé àëãåáðå àâòîìîðôèçìàì. Îñíîâíûé ðåçóëüòàò � ýòî ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ôîêîâñêèõ ïðåäñòàâëåíèé Fu ïîäêðó÷åííûõ íà ýëåìåíò σ =

(
m′ m
n′ n

)
∈ SL(2,Z).

Åñòü äâà äîêàçàòåëüñòâà, îäíî îñíîâàíî íà ïîëóáåñêîíå÷íîé êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëå-
íèÿ Fu, äðóãîå îñíîâàíî íà ïåðåõîäó ê ïîäàëãåáðå âDiffq ñâÿçàííîé ñ ïîäðåøåòêîé Λ ⊂ Z2.

Êðîìå òîãî, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà òàêèõ òâèñòîâàííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ âîçíèêàåò äåé-
ñòâèå òâèñòîâàííîé W àëãåáðû, à èìåííî W (sln). Çäåñü òâèñòîâàííîñòü âûðàæàåòñÿ, â
òîì, ÷òî ïîñëåäíèé òîê Tn(z) ðàâåí zn

′
, â ñëó÷àå îáû÷íûõ W àëãåáð n′ = 0. Äðóãîé ñïîñîá

âûðàçèòü òâèñòîâàííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî òîêè Tk(z) ðàçëîæåíû ïî íåöåëûì ñòåïåíÿì.
Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî íà êîíôîðìíûå áëîêè, êîòîðûå îïÿòü

æå ïðîèñõîäèò èç ôîðìóëû (3). À èìåííî, äëÿ ñëó÷àÿ ¾àëãåáðàè÷åñêèõ¿ ðåøåíèé ëåâàÿ
÷àñòü (òàó ôóíêöèÿ) èçâåñòíà è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî ðàâíà ñóììå êîí-
ôîðìíûõ áëîêîâ.

2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

Ðàáîòû [4],[3] áûëè íàïèñàíû â ïðîøëîì ãîäó, âûøëè â æóðíàëàõ óæå â ýòîì.
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3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

• In�nite dimensional algebras, geometry and integrable systems, Êèîòî 1�8 íîÿáðÿ 2018

• Tau Functions of Integrable Systems and Their Applications , Áàíô 2�7 ñåíòÿáðÿ 2018

• Ñåäüìàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðè-
àíòîâ, Ñàìàðà 18�26 àâãóñòà 2018

• Summer School on Geometric Representation Theory, Institute of Science and Technology,
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• Workshop on Classical and Quantum Integrable Systems, Ïðîòâèíî 2�6 èþëÿ 2018
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• 6th Workshop on Combinatorics of Moduli Spaces, Cluster Algebras, and Topological
Recursion , Ìîñêâà 4 � 9 èþíÿ 2018

• Workshop on Geometric Correspondence of Gauge Theories, Òðèåñò 11�15 èþíÿ 2018
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• Workshop "Supersymmetric Quantum Field Theories in the Non-perturbative RegimeÔëî-
ðåíöèÿ 30 àïðåëÿ � 12 ìàÿ 2018

• Winter school "Partition Functions and Automorphic Forms Äóáíà 28 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ
2018

• Òðåòüÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ñòðóí, èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì è òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé , Ìîñêâà 21�27 ÿíâàðÿ 2018 (îðãàíèçàòîð)

4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ;

Â ýòîì ãîäó, âèäèìî, íåò.

5 Ïðåïîäàâàíèå

Â âåñåííîì ñåìåñòðå ÷èòàë êóðñ ¾Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï¿ äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà
ÔÎÏÔ ÌÔÒÈ.

Â îñåííåì ñåìåñòðå ÿ ÷èòàþ êóðñ ¾Àôôèííûå àëãåáðû Ëè è êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ¿
â Ñêîëòåõå. Òàêæå â îñåíü, ñîâìåñòíî ñ Ð. Ãîíèíûì è À. Èëüèíûì, îðãàíèçóþ ñòóäåí÷åñêèé
ñåìèíàð Êàòåãîðèÿ O è áèìîäóëè Ç¼ðãåëÿ.

Ðóêîâîæó äâóìÿ àñïèðàíòàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÈÓ ÂØÝ è Ñêîëòåõà: Ðî-
ìàíîì Ãîíèíûì è Àíòîíîì Ùå÷êèíûì. Òàêæå ðóêîâîæó äâóìÿ ñòóäåíòàìè áàêàëàâðèàòà
ÔÎÏÔ ÌÔÒÈ.

Çèìîé îðãàíèçîâûâàëòðåòüþ øêîëó-êîíôåðåíöèþ �Òåîðèÿ ñòðóí, èíòåãðèðóåìûå ìî-

äåëè è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé, ëåòîì øêîëó Pre-CQIS ïî òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ôèçèêå.

6 Èòîãè çà òðè ãîäà

Çàäà÷è â çàÿâêå áûëè ðàçáèòû íà äâå ÷àñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èçî-
ìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè è êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ. Âòîðàÿ ýòî òåîðèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèé, ïðåæäå âñåãî òîðîèäàëüíûõ àëãåáð.

Ïî ïåðâîé òåìå ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ, âñåãî íàïèñàíî 6 ðàáîò. Óäàëîñü îáîáùèòü
ñîîòâåòñòâèå íà ñëó÷àé íîâûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ, à òàêæå íà ñëó÷àé q-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé, ñâÿçàòü åãî ñ êëàñòåðíûìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè, â ðÿäå ñëó÷àå ñòðîãî
äîêàçàòü. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ïîêà ïîëíîé ÿñíîñòè íå äîñòèãíóòî, â óäîâëåòâîðèòåëüíîé
îáùíîñòè ñîîòâåòñòâèå åùå íå äîêàçàíî, ñâÿçü ñ òàó ôóíêöèìè Àðèíêèíà-Áîðîäèíà (êî-
òîðàÿ îæèäàëàñü åùå òðè ãîäà íàçàä) òàêæå ïîêà íå óñòàíîâëåíà.

Ïî âòîðîé òåìå ïîëó÷èëîñü ñäåëàòü ìåíüøå. Êîíêðåòíûå çàäà÷è óêàçàííûå â çàÿâêå
áûëè ñäåëàíû åùå â ïåðâûé ãîä, à ïîòîì ïðîãðåññ îñòàíîâèëñÿ. Íî â ýòîì ãîäó, ñîâìåñò-
íî ñ Ð. Ãîíèíûì ìû îïÿòü çàíèìàëèñü ñêîðåå ïðåäñòàâëåí÷åñêèìè âîïðîñàìè, è òàì åñòü
äîâîëüíî áîëüøîé ïðîãðåññ. Îòìåòèì, åùå, ÷òî íåêîòîðûå, âîïðîñû óïîìÿíóòûå â çàÿâêå
áûëè ñäåëàíû äðóãèìè ëþäüìè. Íàïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðûõ ìîäó-
ëåé ÌàêÌàãîíà áûëà ïðåäëîæåííà â ýòîì ãîäó Ñîéáåëüìàíîì ñ ñîàâòîðàìè èñïîëüçóÿ,
ââåäåííûå Í. Íåêðàñîâûì, ïðîñòðàíñòâà èíñòàíòîíîâ ñ øèïàìè.
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