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1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå çà âñå ãîäû ïðîåêòà

1.1. Òåîðèÿ ñèãìà-ôóíêöèé.
Ïðèëîæåíèÿ ê óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé [1] íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f(z) íà C, èìå-
þùàÿ ðåø¼òêó ïåðèîäîâ Γ, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(z + ω) = f(z) äëÿ
ëþáîãî ω ∈ Γ. Òîð C/Γ ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 = x3+λ4x+λ6, è
òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòðû (λ4, λ6) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïàðàìåòðèçóþò ðåø¼òêè Γ.
Ëþáóþ ýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îò
ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ℘(z;λ4, λ6) ñ òåìè æå ïåðèîäàìè, è å¼ ïðîèçâîäíîé ïî z.
Ñèãìà-ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Vλ = {(x, y) ∈ C2|y2 = x3 + λ4x+ λ6}

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû Q0σ(z, λ4, λ6) = 0, Q2σ(z, λ4, λ6) = 0 ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè σ(0, λ4, λ6) = 0,
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Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ζ(z;λ4, λ6) è ℘(z;λ4, λ6) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(lnσ(z))′ = ζ(z), ζ ′(z) = −℘(z).
Â ðàáîòàõ Â. Ì. Áóõøòàáåðà, Â. Ç. Ýíîëüñêîãî è Ä. Â. Ëåéêèíà [2] è [3] áûëà

ïîñòðîåíà òåîðèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ñèãìà-ôóíêöèé. Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ñèãìà-
ôóíêöèé, îòëè÷àþùåå èõ îò òýòà-ôóíêöèé [4], çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ôóíêöèÿìè îò z = (z1, . . . , zg), ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìàõ â ðàç-
ëîæåíèè â ðÿä ïî z ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû îò ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñåìåéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
Â ðàáîòå �Àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå� ïî-

ñòðîåíû àëãåáðû Ëè ñèñòåì èç 2g ãðàäóèðîâàííûõ îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè
Q0, Q2, ..., Q4g−2, îïðåäåëÿþùèõ ñèãìà-ôóíêöèè σ(z, λ) ãèïåðýëëèòè÷åñêèõ êðèâûõ
ðîäà g = 1, 2 è 3. Êëþ÷åâûì ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðîâ {Q2k} ïðè g > 4 ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè ýòèõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäà-
þò ñ òàêîâûìè äëÿ àëãåáðû Ëè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâå
C2g 3 λ = (λ4, λ6, . . . , λ4g+2) ïàðàìåòðîâ êðèâûõ. Ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ, êàñàþùèå-
ñÿ äèñêðèìèíàíòà, èçâåñòíû ÿâíî äëÿ ëþáîãî ðîäà g. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîãî
ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíî, ÷òî ñèñòåìû èç òð¼õ îïåðàòîðîâ Q0, Q2 è Q4 óæå äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îïðåäåëèòü ñèãìà-ôóíêöèè.
Âàæíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âçÿâ çà îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûå

ôîðìóëû äëÿ ñèñòåìû îïåðàòîðîâ {Q2k}, âñþ òåîðèþ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ìîæíî ñòðîèòü íà ýòîé îñíîâå, â ÷àñòíîñòè ýòî ïîçâîëèò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñì. [5].
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Çàäà÷à äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àáåëåâûõ ôóíêöèé ïî ïàðàìåòðàì ïîñòàâëåíà â [5].
Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà
Ô. Ã.Ôðîáåíèóñà è Ë.Øòèêåëüáåðãåðà [6], ïîñòðîèâøèõ îáðàçóþùèå àëãåáðû Ëè
äèôôåðåíöèðîâàíèé ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

L0 = 4λ4∂λ4 + 6λ6∂λ6 − z∂z, L1 = ∂z, L2 = 6λ6∂λ4 −
4

3
λ24∂λ6 − ζ(z;λ4, λ6)∂z,

ãäå ζ(z;λ4, λ6) � ζ-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà.
Äëÿ ðîäà g > 1 ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãèïåðýëëèïòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ÿêîáèàíàõ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g â ìîäåëè

Vλ = {(X, Y ) ∈ C2 : Y 2 = X2g+1 + λ4X
2g−1 + λ6X

2g−2 + . . .+ λ4gX + λ4g+2}.

Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè 3g îáðàçóþùèõ àëãåáðû Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé òàêèõ
ôóíêöèé. Â ðàáîòå [7] ýòà çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ðîäà g = 2, â ðàáîòå �Di�erentiation of
genus 3 hyperelliptic functions� ýòà çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ðîäà g = 3. Â ðàáîòå �Àëãåáðû
Ëè îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå� ðàçâèò ïîäõîä, áëàãîäàðÿ
êîòîðîìó ýòó çàäà÷ó óäàëîñü ðåøèòü â ðîäå g = 4, à òàêæå ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû,
ïðèìåíèìûå äëÿ âñåõ ðîäîâ g.
Â ðàáîòå �Àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå� òàê-

æå ðåøåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à: äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ϕ(z, λ) ñèñòåìû óðàâíåíèé òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ìû ââîäèì ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî Rϕ, ïîðîæä¼ííîå ëîãàðèôìè÷å-
ñêèìè ïðîèçâîäíûìè îò ôóíêöèè ϕ(z, λ) ïîðÿäêà íå ìåíåå 2 è â ÿâíîì âèäå ïðåäú-
ÿâëÿåì àëãåáðó Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé êîëüöà Rϕ ïðè g = 1, 2, 3. Â ñëó÷àå, êîãäà
ϕ(z, λ) = σ(z, λ), ýòîò ðåçóëüòàò äà¼ò àëãåáðû Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé ãèïåðýëëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ðîäà g = 1, 2, 3.
Â ïëàíå ðàáîò áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíóþ àëãåáðó Ëè

âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïðîñòðàíñòâå C3g, òàêóþ ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ñïóñêàþòñÿ íà
ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ íåâûðîæäåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ è çàäàþò áàçèñ â
êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðàáîòå �Di�erentiation of genus 3 hyperelliptic
functions� ïîäðîáíî îáúÿñíåíà ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãè-
ïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ýòà çàäà÷à òàêæå ïîëíîñòüþ ðåøåíà
â ñëó÷àÿõ g = 3 è g = 4 è ðàçðàáîòàí ïîäõîä äëÿ îáùåãî g. Â ðàáîòå �On the problem
of di�erentiation of hyperelliptic functions� ÿâíî ïîñòðîåíû g âåêòîðíûõ ïîëåé íå÷¼ò-
íîé ãðàäóèðîâêè è ïîêàçàíà èõ ñâÿçü ñ èåðàðõèåé Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêò èññëåäîâàíèé ïî òåìå �Òåîðèÿ ñèãìà-ôóíêöèé. Ïðèëîæåíèÿ

ê óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè� âûïîëíåí.
Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ:

• Elena Yu. Bunkova,
�Di�erentiation of genus 3 hyperelliptic functions�,
European Journal of Mathematics, 4:1 (2018), 93�112, arXiv: 1703.03947.
• Elena Yu. Bunkova,
�On the problem of di�erentiation of hyperelliptic functions�,
European Journal of Mathematics, 5:3 (2019), 712�719, arXiv: 1812.04245
• Â. Ì. Áóõøòàáåð, Å. Þ. Áóíüêîâà,
�Àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå�,
arXiv:1911.08266.
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1.2. Ôîðìàëüíûå ãðóïïû è ðîäû Õèðöåáðóõà.

Ðîä Õèðöåáðóõà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ êëàññîâ èíâàðèàíòîâ ìíîãîîáðà-
çèé. Ðÿä f(z) = z+

∑∞
k=1 fkz

k+1, ãäå êîýôôèöèåíòû fk ëåæàò â êîëüöå R, îïðåäåëÿåò
ðîä Õèðöåáðóõà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé [8, ðàçäåë E.3]. Óñëîâèå, ÷òî
êîìïëåêñíûé ðîä ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâåí îòíîñèòåëüíî CP n−1 çàäà¼òñÿ ôóíê-
öèîíàëüíûì óðàâíåíèåì Õèðöåáðóõà íà ôóíêöèþ f(z) (ñì. [9, ãëàâà 4], [8, ãëàâà 9]):

n∑
i=1

∏
j 6=i

1

f(zj − zi)
= c.

Çäåñü c � êîíñòàíòà. Ðåøåíèå f(z) èùóò â êëàññå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè f(0) = 0, f ′(0) = 1.
Â ðàáîòå �Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Õèðöåáðóõà: êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé� íàé-

äåíû âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ n 6 6 â êëàññå ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé è
â êëàññå ðÿäîâ. Ðàíåå, ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû áûëè èçâåñòíû ëèøü äëÿ n 6 4. Ýòî
äà¼ò ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ êîìïëåêñíûõ ðîäîâ, ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îò-
íîñèòåëüíî CP n−1 äëÿ n 6 6. Òîïîëîãè÷åñêèì ïðèëîæåíèåì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðîäîâ óðîâíÿ N äëÿ
N = 2, 3, 4, 5, 6 â òåðìèíàõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè â
íåïðèâîäèìîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè â C4.
Êîììóòàòèâíîé îäíîìåðíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïîé [10] íàä êîììóòàòèâíûì êîëü-

öîì R ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä

F (u, v) = u+ v +
∑

ai,ju
ivj, ai,j ∈ R, i > 0, j > 0,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ àññîöèàòèâíîñòè F
(
u, F (v, w)

)
= F

(
F (u, v), w

)
.

Ðÿä f(z) ∈ R⊗Q[[z]], îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè

f(z1 + z2) = F
(
f(z1), f(z2)

)
, f(0) = 0, f ′(0) = 1,

íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû F (u, v). Ðîä Õèðöåáðóõà, îïðåäåëÿåìûé
ýêñïîíåíòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû F (u, v), îáëàäàåò ñâîéñòâîì R-öåëî÷èñëåííîñòè.
Ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà F(u, v) = u + v +

∑
αi,ju

ivj íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïîé, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû F (u, v) íàä
íåêîòîðûì êîëüöîì R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì r : R → R òàêîé, ÷òî
F (u, v) = u+ v +

∑
r(αi,j)u

ivj. Ãîìîìîðôèçì r íàçûâàåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì.
Ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà F (u, v) íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïîé Áóõ-

øòàáåðà, åñëè å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (u, v) =
u2A(v)− v2A(u)

uB(v)− vB(u)
,

ãäå A(u) = 1 +
∑∞

i=1 aiu
i, ai ∈ R, B(u) = 1 +

∑∞
i=1 biu

i, bi ∈ R.
Ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé óðîâíÿ N ñ ðåø¼òêîé Γ íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-

öèÿ f , òàêàÿ ÷òî f(0) = 0, f ′(0) = 1, è g(z) = f(z)N ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé
ñ ðåø¼òêîé ïåðèîäîâ Γ è äèâèçîðîì N · 0−N · ρ äëÿ ρ ∈ C. Ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
óðîâíÿ N çàäà¼ò ýëëèïòè÷åñêèé ðîä óðîâíÿ N êàê ðîä Õèðöåáðóõà.
Èçâåñòíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óðîâíÿ N ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ôóíê-

öèè Êðè÷åâåðà, çàäàþùåé ðîä Êðè÷åâåðà. Ôóíêöèÿ Êðè÷åâåðà ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé
óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû Áóõøòàáåðà.
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Â ðàáîòå �Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäà óðîâíÿ N�
ïðåäëîæåíà ñïåöèàëèçàöèÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïû Áóõøòàáåðà, çàäàþùàÿ ôîðìàëü-
íûå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëëèïòè÷åñêîìó ðîäó óðîâíÿ N :
Ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óðîâíÿN ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû âèäà

F (u, v) =
u2A(v)− v2A(u)

uB(v)− vB(u)
,

ãäå A(u), B(u) ∈ C[[u]], A(0) = B(0) = 1, A′′(0) = B′(0) = 0, è ïðè n =
[
N−1
2

]
,

m =
[
N−2
2

]
ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû (a1, . . . , am, b1, . . . , bn), òàêèå ÷òî âûïîëíåíî ñîîò-

íîøåíèå

(B(u) + b1u)2(B(u) + b2u)2 . . . (B(u) + bn−1u)2(B(u) + bnu)N−2n =

= A(u)2(A(u) + a1u
2)2 . . . (A(u) + am−1u

2)2(A(u) + amu
2)N−1−2m.

Äëÿ óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû òàêîãî âèäà ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè-
÷åñêîé ôóíêöèåé óðîâíÿ íå áîëåå ÷åì N .
Ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà N > 2 èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà, ÷òî ýë-

ëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óðîâíÿ 2, çàäàþùàÿ ýëëèïòè÷åñêèé ðîä Îøàíèíà�Âèòòåíà,
ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû âèäà

F (u, v) =
u2 − v2

uB(v)− vB(u)
,

ãäå B(u) ∈ C[[u]], B(0) = 1, B′(0) = 0.
Â ðàáîòå �Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäà óðîâíÿ N�

ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî äëÿ N = 3, 4, 5, 6. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ óðîâíÿ 7 ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû òàêîãî âèäà. Âïåðâûå
ïîëó÷åíû óíèâåðñàëüíûå ôîðìàëüíûå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëëèïòè÷åñêîìó ðî-
äó óðîâíÿ N , ãäå N = 5, 6, 7.
Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðîåêòó èññëåäîâàíèé ïî òåìå �Ôîðìàëüíûå ãðóïïû è ðîäû

Õèðöåáðóõà� ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû. Ïîñòðîåíû ôîðìàëüíûå ãðóïïû, çàäà-
þùèå ðîäû Õèðöåáðóõà óðîâíÿ N äëÿ N = 5, 6. Êëàññèôèöèðîâàíû êîìïëåêñíûå
ðîäû Õèðöåáðóõà, ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâíûå îòíîñèòåëüíî CP n−1 äëÿ n 6 6.
Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ:

• Å. Þ. Áóíüêîâà,
�Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Õèðöåáðóõà: êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé�,
Òîïîëîãèÿ è ôèçèêà, Ñáîðíèê ñòàòåé. Ê 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
àêàäåìèêà Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà, Òð. ÌÈÀÍ, 302,
ÌÀÈÊ ¾Íàóêà/Èíòåðïåðèîäèêà¿, Ì., 2018, 41�56.
• Å. Þ. Áóíüêîâà,
�Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäà óðîâíÿ N�,
Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, êîìáèíàòîðèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà,
Ñáîðíèê ñòàòåé. Ê 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ
Âèêòîðà Ìàòâååâè÷à Áóõøòàáåðà, Òð. ÌÈÀÍ, 305, ÌÈÀÍ, Ì., 2019, 40�60.
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2. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2019 ãîäó

2.1. Òåîðèÿ ñèãìà-ôóíêöèé.
Ïðèëîæåíèÿ ê óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Çàäà÷à äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àáåëåâûõ ôóíêöèé ïî ïàðàìåòðàì óäàëîñü ïîëó÷èòü
ðÿä îáùèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðîäà g, à òàêæå ïîëíîñòüþ å¼ ðåøèòü
â ñëó÷àå g = 4 â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýòîì ãîäó ñîâìåñòíî
ñ Â.Ì. Áóõøòàáåðîì.
Â ðàáîòå �On the problem of di�erentiation of hyperelliptic functions� ðàçðàáàòûâà-

åòñÿ ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ ëþáîãî ðîäà g. Ìåòîä îñíîâàí íà ïîñòðîå-
íèè 3g ïîëèíîìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðîåêòèðóåìûõ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ïî-
ëèíîìèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ýòè ïîëÿ ãðàäóèðîâàíû. ßâíî ïîñòðîåíû g âåêòîðíûõ
ïîëåé íå÷¼òíîé ãðàäóèðîâêè è ïîêàçàíà èõ ñâÿçü ñ èåðàðõèåé Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.
Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà àëãåáðó Ëè äëÿ 2g âåêòîðíûõ ïîëåé ÷¼òíîé ãðàäóèðîâêè.
Â ðàáîòå �Àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå� ïî-

ñòðîåíû àëãåáðû Ëè ñèñòåì èç 2g ãðàäóèðîâàííûõ îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè
Q0, Q2, ..., Q4g−2, îïðåäåëÿþùèõ ñèãìà-ôóíêöèè σ(z, λ) ãèïåðýëëèòè÷åñêèõ êðèâûõ
ðîäà g = 1, 2 è 3. Îïåðàòîðû {L2k}, ðåøàþùèå çàäà÷ó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àáåëåâûõ
ôóíêöèé ïî ïàðàìåòðàì, îïèñàííóþ âûøå, ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðà-
çîâàíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîóëà�Õîïôà. Êëþ-
÷åâûì ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðîâ {Q2k} ïðè g > 4 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî
ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè ýòèõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè äëÿ àë-
ãåáðû Ëè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâå C2g 3 (λ4, λ6, . . . , λ4g+2)
ïàðàìåòðîâ êðèâûõ. Ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ, êàñàþùèåñÿ äèñêðèìèíàíòà, èçâåñòíû ÿâ-
íî äëÿ ëþáîãî g. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíî, ÷òî ñèñòåìû èç
òð¼õ îïåðàòîðîâ Q0, Q2 è Q4 óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñèãìà-ôóíêöèè.
Âàæíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âçÿâ çà îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûå

ôîðìóëû äëÿ ñèñòåìû îïåðàòîðîâ {Q2k}, âñþ òåîðèþ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ìîæíî ñòðîèòü íà ýòîé îñíîâå, â ÷àñòíîñòè ýòî ïîçâîëèò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñì. [5].
Â ðàáîòå �Àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå�

äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ϕ(z, λ) ñèñòåìû óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè ìû ââîäèì ãðàäó-
èðîâàííîå êîëüöî Rϕ, ïîðîæä¼ííîå ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè îò ôóíêöèè
ϕ(z, λ) ïîðÿäêà íå ìåíåå 2 è â ÿâíîì âèäå ïðåäúÿâëÿåì àëãåáðó Ëè äèôôåðåíöèðî-
âàíèé êîëüöà Rϕ . Ïîêàçàíà ñâÿçü ýòîé àëãåáðû Ëè ñ íàøåé ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ(z, λ) = σ(z, λ), ýòî ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó ðåçóëüòà-
òó ïîñòðîåíèÿ àëãåáðû Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé ãèïåðýëëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðîäà
g = 1, 2, 3.
Â ðàáîòå �Explicit Heat Equations in Nonholomic Frame and Applications� ïîëó÷åíû

ôîðìóëû, îáîáùàþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû �Àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå� íà ïðîèçâîëüíûé ðîä g. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â
ðàáîòå �Di�erentiation of Genus 4 Hyperelliptic Functions� ïðèâåä¼í ÿâíûé âèä ðåøå-
íèÿ çàäà÷è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àáåëåâûõ ôóíêöèé ïî ïàðàìåòðàì â ñëó÷àå g = 4.
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2.2. Ôîðìàëüíûå ãðóïïû è ðîäû Õèðöåáðóõà.

Â ðàáîòå �Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäà óðîâíÿ N�
ïðåäëîæåíà ñïåöèàëèçàöèÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïû Áóõøòàáåðà, çàäàþùàÿ ôîðìàëü-
íûå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëëèïòè÷åñêîìó ðîäó óðîâíÿ N :
Ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óðîâíÿN ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû âèäà

F (u, v) =
u2A(v)− v2A(u)

uB(v)− vB(u)
,

ãäå A(u), B(u) ∈ C[[u]], A(0) = B(0) = 1, A′′(0) = B′(0) = 0, è ïðè n =
[
N−1
2

]
,

m =
[
N−2
2

]
ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû (a1, . . . , am, b1, . . . , bn), òàêèå ÷òî âûïîëíåíî ñîîò-

íîøåíèå

(B(u) + b1u)2(B(u) + b2u)2 . . . (B(u) + bn−1u)2(B(u) + bnu)N−2n =

= A(u)2(A(u) + a1u
2)2 . . . (A(u) + am−1u

2)2(A(u) + amu
2)N−1−2m.

Äëÿ óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû òàêîãî âèäà ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè-
÷åñêîé ôóíêöèåé óðîâíÿ íå áîëåå ÷åì N .
Ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà N > 2 èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà, ÷òî ýë-

ëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óðîâíÿ 2, çàäàþùàÿ ýëëèïòè÷åñêèé ðîä Îøàíèíà�Âèòòåíà,
ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû âèäà

F (u, v) =
u2 − v2

uB(v)− vB(u)
,

ãäå B(u) ∈ C[[u]], B(0) = 1, B′(0) = 0.
Â ðàáîòå �Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäà óðîâíÿ N�

ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî äëÿ N = 3, 4, 5, 6. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ óðîâíÿ 7 ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû òàêîãî âèäà. Âïåðâûå
ïîëó÷åíû óíèâåðñàëüíûå ôîðìàëüíûå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëëèïòè÷åñêîìó ðî-
äó óðîâíÿ N , ãäå N = 5, 6, 7.

3. Íàó÷íûå ðàáîòû çà 2019 ãîä

• Îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Elena Yu. Bunkova,
�On the problem of di�erentiation of hyperelliptic functions�,
European Journal of Mathematics, 5:3 (2019), 712�719, arXiv: 1812.04245
• Îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Å. Þ. Áóíüêîâà,
�Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäà óðîâíÿ N�,
Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, êîìáèíàòîðèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà,
Ñáîðíèê ñòàòåé. Ê 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ
Âèêòîðà Ìàòâååâè÷à Áóõøòàáåðà, Òð. ÌÈÀÍ, 305, ÌÈÀÍ, Ì., 2019, 40�60.
• Ïîäàíà â ïå÷àòü ðàáîòà Â. Ì. Áóõøòàáåð, Å. Þ. Áóíüêîâà �Àëãåáðû Ëè
îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåãîëîíîìíîì ðåïåðå�, arXiv:1911.08266.
• Ïîäãîòîâëåíà ðàáîòà V. M. Buchstaber, E. Yu. Bunkova
�Explicit Heat Equations in Nonholomic Frame and Applications�.
• Ïîäãîòîâëåíà ðàáîòà V. M. Buchstaber, E. Yu. Bunkova
�Di�erentiation of Genus 4 Hyperelliptic Functions�.
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4. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ çà 2019 ãîä

• Äîêëàä �Universal Formal Group for Elliptic Genus of Level N�, Ìåæäóíàðîäíàÿ
êîíôåðåíöèÿ ¾Baikal Number Theory¿, îñòðîâ Îëüõîí, 26-30 àâãóñòà 2019.
• Äîêëàä �Lie algebras of heat operators in nonholonomic frame�, Ìåæäóíàðîäíàÿ
êîíôåðåíöèÿ ¾Topological methods in dynamics and related topics¿,
Íèæíèé Íîâãîðîä, 9-13 äåêàáðÿ 2019.

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü çà 2019 ãîä

Ïðèíÿëà ó÷àñòèå â ïîäãîòîâêå LXXXII Ìîñêîâñêîé Ìàòåìàòè÷åñêîé Îëèìïèàäû.
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