
Îò÷åò ïî ãðàíòó

Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè

çà 2017 ãîä
Äìèòðèé Ãàéôóëèí

1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ êàñàþòñÿ ñâîéñòâ ñïåêòðà Ëàãðàíæà è äîñòè-
æèìûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì, åñëè
íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

µ(α)q2
(1)

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé äëÿ öåëûõ p è q. ×åðåç µ(α) ìû îáî-
çíà÷àåì ïîñòîÿííóþ Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

µ(α) = (lim inf
q→∞

q‖qα‖)−1. (2)

Íàçîâåì ýëåìåíò ñïåêòðà Ëàãðàíæà a äîïóñòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå äîñòèæèìîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
µ(α) = a. Â 2016 ãîäó óäàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð ýëåìåíòà ñïåêòðà Ëàãðàí-
æà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ äîïóñòèìûì. Êðîìå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñå òà-
êèå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè êîíöàìè ïðîïóñêîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà.
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèê âîïðîñ, êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî ÷èñëî íåäîïóñòè-
ìûõ ëåâûõ êîíöîâ ïðîïóñêîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà, à òàêæå ìîæíî ëè
äàòü èõ ïîëíîå îïèñàíèå. Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a - ëåâûé êîíåö ïðîïóñêà â ñïåêòðå Ëàãðàíæà.
Òîãäà ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü α òàêàÿ, ÷òî µ(α) = a.

Òåîðåìà 1 äàåò èíñòðóìåíò äëÿ ïðîâåðêè äîïóñòèìîñòè èððàöèîíàëü-
íîãî ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè, ñ åå ïîìîùüþ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ñ÷åòíîå ñåìåé-
ñòâî íåäîïóñòèìûõ ïðîïóñêîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà
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Òåîðåìà 2. ×èñëî

α∗n = 2 + [0; 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2n−2

, 2, 2, 1, 2] + [0; 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2n−1

, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2n−2

, 2, 2, 1, 2]

ïðè n ≥ 1 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì ïðîïóñêà â ñïåêòðå Ëàãðàíæà. Ïðè
ýòîì α∗n íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðè n ≥ 2.

Êëþ÷åâûì ñîîáðàæåíèåì, ïîçâîëèâøèì ïîëó÷èòü òåîðåìû 1 è 2 ÿâ-
ëÿåòñÿ ââåäåíèå ïîíÿòèÿ àññîöèèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ äàí-
íîãî ÷èñëà α = [a0; a1, . . . , an, . . .]. Ìû íàçîâåì áåñêîíå÷íóþ â îáå ñòîðî-
íû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (. . . , b−n, . . . , b0, . . . , bn, . . .) àññîöèèðîâàííîé
ñ α, åñëè äëÿ ëþáîãî k îòðåçîê (b−k, . . . , b0, . . . , bk) âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ α áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Åñëè ïðè ýòîì

[b0; b1, b2, . . . , bn, . . .] + [0; b−1, b−2, . . . , b−n, . . .] = µ(α),

òî ìû íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B ñèëüíî àññîöèèðîâàííîé ñ α. Ïîëü-
çóÿñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû 2016 ãîäà óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè a - ëåâûé êîíåö ïðîïóñêà â ñïåêòðå Ëàãðàí-
æà è µ(α) = a, òî ëþáàÿ ñèëüíî àññîöèèðîâàííàÿ ñ α ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìååò (âîçìîæíî, íåñîâïàäàþùèå) ïåðèîäû ñïðàâà è ñëåâà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, òåîðåìà 2 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû
1 è ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü µ(α) = α∗n. Òîãäà åäèíñòâåííàÿ ñèëüíî àñ-
ñîöèèðîâàííàÿ ñ α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü

(P ) = (2, 1, 2, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2n

, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2n+1

, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2n

, 2, 2, 1, 2).

2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðà-

áîòû

• Dmitry Gayfulin, Attainable numbers and the Lagrange spectrum, Acta
Arithmetica 179 (2017), 185-199.

• Dmitry Gayfulin, Admissible endpoints of gaps in the Lagrange spectrum,
ïîäàíà â æóðíàë Moscow Journal of Combinatorics and Number Theory,
ïîëó÷åíà ïîëîæèòåëüíàÿ ðåöåíçèÿ, ïðåïðèíò äîñòóïåí ïî àäðåñó
https://arxiv.org/abs/1704.08060.
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3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

• Mini-conference "Diophantine problems"in occasion of Prof. Nikolay
Moshchevitin's 50 birthday, Äîëãîïðóäíûé, Ðîññèÿ, 24-25 àïðåëÿ 2017.

• XXX�emes Journ�ees Arithm�etiques, Êàí, Ôðàíöèÿ, 3-7 èþëÿ 2017

• Vilnius Conference in Combinatorics and Number Theory, Âèëüíþñ,
Ëèòâà, 16-22 èþëÿ 2017

4 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Â îñåííåì ñåìåñòðå 2017 ãîäà - ïðèåì çàäà÷ íà ñåìèíàðàõ ïî êóðñó
�Àëãåáðà-1� â ÍÌÓ.
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