
Îò÷åò ïî ãðàíòó êîíêóðñà ¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿ çà 2019 ãîä

Åãîð Êîñîâ

1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Îñíîâíûå âîïðîñû, èññëåäóåìûå çà îò÷åòíûé ïåðèîä, áûëè ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ðå-
ãóëÿðíîñòè ëèíåéíûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ îáðàçîâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî Ñêîðîõîäó ìåð.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå çà îò÷åòíûé ãîä, çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíû îöåíêè íà íîðìó ïðîèçâîäíîé ïî Ñêîðîõîäó äëÿ îáðàçà ïîä äåéñòâèåì
îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîäàêò ìåðû ñ äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî Ñêî-
ðîõîäó ñîìíîæèòåëÿìè.

2.Äîêàçàíà ïðèíàäëåæíîñòü ïðîñòðàíñâòó Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà ïëîòíîñòåé îáðàçîâ äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ïî Ñêîðîõîäó ìåð ïîä äåéñòâèåì ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïðèâåäåì òåïåðü òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïóñòü µ � äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ïî Ñêîðîõîäó ìåðà íà Rn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæîãî âåêòîðà h íàéäåòñÿ
òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà Dhµ, ÷òî∫

Rn

∂hϕdµ = −
∫
Rn

ϕd(Dhµ)

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (Rn). Â ñëó÷àå ìåðû µ íà ïðÿìîé áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå µ′ âìåñòî D1µ. Îòìåòèì, ÷òî ìåðà µ äèôåðåíöèðóåìà ïî Ñêîðîõîäó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò ïëîòíîñòü ρµ èç êëàññó BV ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðè-
àöèè, ò.å. êàæäàÿ îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ρµ ÿâëÿåòñÿ íåêîòðîé îãðàíè÷åííîé
ìåðîé. Â ðàáîòå [1] èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè èíäóöèðîâàííûõ ìåð µ ◦ f−1 äëÿ
ëèíåéíûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé f . Çäåñü è äàëåå ñèìâîë µ ◦ f−1 îáîçíà÷àåò îáðàç
ìåðû µ ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f (ðàñïðåäåëåíèå f , êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), ò.å.
µ ◦ f−1(A) := µ(f ∈ A) äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A.
Ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû êàñàåòñÿ ìåð µ âèäà: µ = µ1⊗. . .⊗µn, ãäå êàæäûé ñî-

ìíîæèòåëü µj åñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà R. Òàêèå ìåðû ïîëó÷àþòñÿ, êàê ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ := (ξ1, . . . , ξn) ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè ξ1, . . . , ξn. Â ðàáîòå
[5] Ðóäåëüñîíîì è Âåðøèíèíûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ C, ÷òî, äëÿ êàæäîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà P íà k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
Rn, ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Pξ îãðàíè÷åíà ÷èñëîì Ck, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîòíîñòü
êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξj îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó åäèíèöåé. Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ íîðìû ïðîèçâîäíîé ïî Ñêîðîõîäó âìåñòî ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè.
Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ðàáîòå äîêàçàí ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ðóäåëüñîíà�Âåðøèíèíà.
Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C(k), çàâèñÿùåå òîëüêî îò k,

÷òî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1, . . . , µn íà R, ó êîòîðûõ max
1≤j≤n

‖µ′j‖TV ≤ 1, è

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà P íà k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup
|e|=1

‖De[µ ◦ P−1]‖TV ≤ C(k),

ãäå µ = µ1 ⊗ . . .⊗ µn. Êðîìå òîãî, C(1) =
√
2.

Íàïîìíèì, ÷òî íîðìà ïîëíîé âàðèàöèè ìåðû σ íà Rn îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

‖σ‖TV := sup

{∫
ϕdσ, ϕ ∈ C∞0 (Rn), ‖ϕ‖∞ ≤ 1

}
,

ãäå ‖ϕ‖∞ := sup |ϕ(x)|, à C∞0 (Rn) � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû îñíîâàíî íà íåäàâíåì ðåçóëüòàòå Áîáêîâà,

×èñòÿêîâà è Ã¼òöå [2, Ëåììà 4.3] î ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ïî
1
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Ñêîðîõîäó âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà R â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè ðàâíîìåðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé

ν =

∫
ν[a,b] π(dadb)

ñ òàêîé ìåðîé π, ÷òî

‖ν ′‖TV =

∫
‖ν ′[a,b]‖TV π(dadb).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ, êîãäà âåêòîð ξ ïîëó÷åí
êàê ëèíåéíûé îáðàç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëíèÿ íà êóáå Qn = [−1/2, 1/2]n, à çàòåì ïðè-
ìåíèòü íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ìåð, ò.ê.
ëþáîé ëèíåéíûé îáðàç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå áóäåò ëîãà-
ðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ìåðîé.
Âòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [1] ñâÿçàí ñ äðîáíîé ãëàäêîñòüþ ïëîòíîñòåé ïîëè-

íîìèàëüíûõ îáðàçîâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî Ñêîðîõîäó ìåð. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðî-
âàòü ñàì ðåçóëüòàò, íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà íà ïðÿìîé.
Ïðîñòðàíñòâî Bα

1,∞(R) ñ ïàðàìåòðîì äðîáíîé ãëàäêîñòè α ∈ (0, 1) ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ
ôóíêöèé g ∈ L1(R), ÷òî ∫

R
|g(x+ h)− g(x)| dx ≤ C|h|α

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà C = C(g) > 0. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå âòîðîãî îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà îò÷åòíîãî ïåðèîäà.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü µ � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî Ñêîðîõîäó ìåðà íà Rn. Òîãäà äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè d íà Rn ïëîòíîñòü %f ðàñïðåäåëåíèÿ µ ◦ f−1 ïðèíàäëå-

æèò ïðîñòðàíñòâó Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà B
1/d
1,∞(R). Êðîìå òîãî, åñëè çàïèñàòü ìíîãî÷ëåí

f â âèäå ñóììû ìîíîìîâ:

f(x) :=
d∑
j=0

Bj(x, . . . , x),

ãäå Bj : (Rn)j → R � ýòî ñèììåòðè÷íàÿ j-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà (Rn)j, òî âåðíà îöåíêà

‖Bd‖1/d
∫
R
|ρf (t+ h)− ρf (t)| dt ≤ 24π sup

|θ|=1

‖Dθµ‖TV|h|1/d,

ãäå

‖Bd‖ := sup
|x1|=1,...,|xd|=1

|Bd(x1, . . . , xd)|.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû îñíîâàíî íà èäåÿõ èç ðàáîò [4] è [3].
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2. Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

Îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû:

1. Êîñîâ Å.Ä., Êëàññû Áåñîâà íà êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
Ìàò. Ñáîðíèê (2019), 210:5, 41�71.

2. Êîñîâ Å.Ä., Îöåíêà ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè ïî âàðèàöèè è â ïðîñòðàíñòâå L2 äëÿ

ìíîãî÷ëåíîâ îò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê
(2019), 488:2, 123�125.

3. Kosov E.D., On fractional regularity of distributions of functions in gaussian random

variables, Fract. Calc. Appl. Anal. (2019), 22:5, 1249�1268.

4. Bogachev V.I., Kosov E.D., Popova S.N., A new approach to Nikolskii-Besov classes,
Moscow Math. J. (2019), 19:4, 619�654.

Ðàáîòû, ïðèíÿòûå ê ïå÷àòè:

5. Kosov E.D., Total variation distance estimates via L2-norm for polynomials in log-concave

random vectors, to appear in International Mathematics Research Notices.

Ïðåïðèíòû:

6. Kosov E.D., Regularity of linear and polynomial images of Skorohod di�erentiable measures,
arXiv:1907.01084

3. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ, äîêëàäû íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ

1. Äîêëàä �Regularity of linear and polynomial images of Skorohod di�erentiable measures�
íà ìåæäóíàðîäíîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå �In�nite-dimensional stochastic ana-
lysis� â óíèâåðñèòåòå ã. Áèëåôåëüäà, Ãåðìàíèÿ, 4 äåêàáðÿ 2019.
2. Äîêëàä �Lower bounds for measures of deviation of polynomials from their expectations�

íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå �Structural Learning Seminar�, ÈÏÏÈ ÐÀÍ, 19 ìàð-
òà 2019.

4. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è íàó÷íûõ ãðóïïàõ.

ßâëÿþñü ñîòðóäíèêîì äâóõ ëàáîðàòîðèé: �Ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ è àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ äàííûõ� è ëàáîðàòîðèè �Ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
è ïðèëîæåíèÿ�.

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Âåñíà 2019: ñåìèíàðû ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ñåìèíà-
ðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íà Ôàêóëüòåòå Êîìïüþòåðíûõ Íàóê ÂØÝ; ñåìèíàðû
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, äåéñòâèòåëüíîìó àíàëèçó è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó íà
ìåõìàòå ÌÃÓ.
Îñåíü 2019: ñåìèíàðû ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ñåìèíàðû

ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íà Ôàêóëüòåòå Êîìïüþòåðíûõ Íàóê ÂØÝ; ñåìèíàðû ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó íà ìåõìàòå ÌÃÓ.

6. Îò÷åò çà òðè ãîäà

Çà ïðîøåäùèå òðè ãîäà, ñîâìåñòíî ñ Â.È. Áîãà÷åâûì è Ñ.Í. Ïîïîâîé, áûë ðàçðàáîòàí
íîâûé ïîäõîä ê ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâàì Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà.
Äàííûé ïîäõîä îêàçàëñÿ î÷åíü óäîáíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ äðîáíîé ãëàäêîñòè ïëîò-
íîñòåé ðàñïðåäåëåíèé íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ãàóññîâñêèìè è áî-
ëåå îáùèìè ìåðàìè. Â ÷àñòíîñòè, â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ äàííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ
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ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ î äðîáíîé ðåãóëÿðíîñòè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé ìíî-
ãî÷ëåíîâ è ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé, ÷òî ïðåäïîëàãàëîñü îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì
èññëåäîâàíèÿ, îçâó÷åííûì â çàÿâêå. Òåì ñàìûì, âñå çàÿâëåííûå êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû
áûëè ïîëó÷åíû åùå â ïåðâîé ïîëîâèíå òðåõëåòíåãî ïåðèîäà, íî âî âðåìÿ ðàáîòû íàä íèìè
ïîÿâèëîñü ìíîãî íîâûõ èíòåðåñíûõ çàäà÷. Íåêîòîðûå èç òàêèõ çàäà÷ áûëè óæå ðàññìîò-
ðåíû â ïðåäûäóùåì è â ýòîì ãîäàõ. Íàïðèìåð äëÿ êëàññà ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ìåð
áûëè ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ðàññòîÿíèÿ ïî âàðèàöèè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè ÷åðåç L2-ðàññòîÿíèå ìåæäó ñàìèìè ìíîãî÷ëå-
íàìè. Ýòîò ðåçóëüòàò óñèëèâàåò ðàíåå èçâåñòíðûå îöåíêè â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå. Â äàëü-
íåéøåì ïëàíèðóåòñÿ çàíÿòüñÿ è äðóãèìè çàäà÷àìè î ñâîéñòâàõ ðàñïðåäåëåíèé íåëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ, ïîÿâèâøèìèñÿ â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà. Òàêæå âî âðåìÿ ýòèõ òðåõ ëåò
íà÷àòî ñîòðóäíè÷åñòâî ñ äâóìÿ ëàáîðàòîðèÿìè, ÷òî òàêæå ïðèíåñëî ìíîãî íîâûõ èíòåðåñ-
íûõ çàäà÷. Ïîäâîäÿ èòîã, ñ÷èòàþ, ÷òî ýòè òðè ãîäà ïðîøëè äëÿ ìåíÿ î÷åíü ïðîäóêòèâíî.
ß èñêðåííå áëàãîäàðåí ôîíäó Ìîëîäàÿ Ìàòåìàòèêà Ðîññèè çà îêàçàííóþ ïîääåðæêó.


