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Èç ôîðìàëüíûõ âåùåé, â ýòîì ãîäó ìû ñ ìîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Ìèõàèëîì Áåðøòåé-
íîì âûïóñòèëè ïðåïðèíò [1], ïîñâÿùåííûé c = −2 òàó-ôóíêöèÿì. Ðàáîòà íàä ýòèì âîïðîñîì áûëà
íà÷àòà åùå â ïðîøëîì ãîäó, îäíàêî òîëüêî íåäàâíî äîøëà äî ñòàäèè òåêñòà.

Ìû èçó÷àëè ñâîéñòâà òàê íàçûâàåìûõ c = −2 òàó-ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðÿäû
Ôóðüå îò c = −2 êîíôîðìíîãî áëîêà àëãåáðû Âèðàñîðî

τ±(σ, s|z) =
∑
n∈Z

snZ±c=−2(σ + n|z). (0.1)

Ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì ðÿäà äëÿ òàó-ôóíêöèè óðàâíåíèé Ïåíëåâå, ïðåäëîæåííîãî
Ãàìàþíîì-Èîðãîâûì-Ëèñîâûì â 2012 ãîäó. Îòëè÷èå ëèøü â öåíòðàëüíîì çàðÿäå, êîòîðûé â òîé
òàó-ôóíêöèè áûë ðàâåí c = 1. Âîîáùå, ðÿä Ôóðüå îò ðàçëè÷íûõ êîíôîðìíûõ áëîêîâ ñ c = 1
(êîòîðûå ðàâíû íåêðàñîâñêèì ñòàòñóììàì ñ ε1 + ε2 = 0 ñîãëàñíî ÀÃÒ-ñîîòâåòñòâèþ) äàåò îòâåòû
äëÿ òàó-ôóíêöèé ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå è èõ ìíîãî÷èñëåííûõ îáîáùåíèé.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî òàó-ôóíêöèÿ Ïåíëåâå III(D(1)
8 ) ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî c = −2 òàó-ôóíêöèÿì

τ(σ, s|z) = τ+(σ, s|z)τ−(σ, s|z), (0.2)

Ýòî ðàçëîæåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé ðàçäóòèÿ Íàêàäæèìû-Åøèîêè íà ñòàòñóììû Íåêðàñîâà

Z(a; ε1, ε2|Λ) =
∑
n∈Z
Z(a+ 2ε1n; ε1, ε2 − ε1|Λ)Z(a+ 2ε2n; ε1 − ε2, ε2|Λ). (0.3)

â ñëó÷àå ε1 + ε2 = 0. Ñóùåñòâóåò è àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ òàó-ôóíêöèè Ïåíëåâå VI.
Îñíîâíàÿ èäåÿ íàøåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äàííîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè åñòå-

ñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ î÷åíü ðàçíûõ ïîäõîäîâ ê ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó èçîìîíîäðîìíûìè äåôîð-
ìàöèÿìè è êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ, õîòÿ äî ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ åùå äàëåêî.

• Äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ Íàêàäæèìû-�øèîêè äàþò íàì äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîò-
íîøåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò òàó-ôóíêöèþ τ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå III(D(1)

8 ) è å¼ ïðåîáðàçî-
âàíèå Áýêëóíäà τ1 ñ c = −2 òàó-ôóíêöèÿìè

D1
[log z](τ

−, τ+) = z1/4τ1, D2
[log z](τ

−, τ+) = 0. (0.4)

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ òàêæå ðàçëîæåíèå τ = τ+τ− ìû ïîëó÷èëè

D2
[log z](τ, τ) = −2z1/2τ21 (0.5)

êîòîðîå âìåñòå ñî ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà äàåò íàì òàó-ôîðìó Ïåíëåâå III(D(1)
8 ).
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• Èíòåðåñ ê òàó-ôóíêöèÿì ñ c = −2 òàêæå ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ðàíåå èçîìîíîäðîìíûì äåôîðìà-
öèÿì ñîîòâåòñòâîâàë òîëüêî öåíòðàëüíûé çàðÿä c = 1 è âûéòè èç ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî áûëî
òîëüêî êâàíòîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ. Îäíàêî, ïîäõîä Òåøíåðà, Èîðãîâà
è Ëèñîâîãî ê èçîìîíîäðîìíîé òàó-ôóíêöèè äîïóñêàåò íå òîëüêî c = 1, íî è öåíòðàëüíûå
çàðÿäû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé M(1, n), n ∈ Z, ïåðâûé èç êîòîðûõ � c = −2. Òå æå óñëîâèÿ
íà öåíòðàëüíûå çàðÿäû âîçíèêàþò è ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèé ðàçäóòèÿ íà C2/Z2. Òàê,
íàïðèìåð, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññè÷åñêèìè êîíôîðìíûìè áëîêàìè è
c = −2 êîíôîðìíûìè áëîêàìè ñóììèðóþòñÿ â ñîîòíîøåíèÿ íà c = −2 òàó-ôóíêöèþ

f ′(z)τl(ρ, s̃|z) = −f(z)τ ′l (ρ, s̃|z)|
s̃=e−2ρ

df(z)
dδ

(0.6)

• Ïîÿâëåíèå c = −2 òàó-ôóíêöèé òàêæå åñòåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé. Â
ðàáîòå Ìèðîíîâà è Ìîðîçîâà â 2017 ãîäó áûëî ïðåäëîæåíî, ÷òî ïðè ðåçîíàíñíûõ óñëîâè-
ÿõ íà ïàðàìåòðû è íà÷àëüíûå äàííûå òàó-ôóíêöèÿ Ïåíëåâå VI äàåòñÿ êîððåëÿòîðîì èç
âåðòåêñíûõ îïåðàòîðîâ ñâîáîäíûõ áîçîíîâ ñ N âñòàâëåííûìè ñêðèíèíãàìè, êîòîðûé ðàâåí∫

C
. . .

∫
C

∏
i>j

(yi − yj)β=2
∏
i

w(yi)dyi, (0.7)

ñ âåñîì w(y) èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè 2F1. Èíòåãðàë òàêîãî òèïà ñ âåñîì
w ïîÿâëÿåòñÿ â ìàòðè÷íûõ ìîäåëÿõ óíèòàðíîãî àíñàìáëÿ. Îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå ãàíêåëåâñêîãî äåòåðìèíàíòà ðàçìåðà N îò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé 2F1. Ìû
äîêàçàëè, ÷òî c = −2 òàó-ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ÷åòûðåõòî÷å÷íûì êîíôîðìíûì áëîêàì
â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå äàåòñÿ èíòåãðàëîì âèäà (0.7) òîëüêî ñ β = 1 èëè β = 4 â çàâèñèìîñòè
îò ñêðèíèíãà, ÷òî ñîîòâåñòâóåò îðòîãîíàëüíîìó è ñèìïëåêòè÷åñêîìó àíñàìáëþ. Îíè èìåþò
ïôàôôèàííîå ïðåäñòàâëåíèå. Îäíàêî, ÷òî çíà÷èò ðàçëîæåíèå c = 1 òàó-ôóíêöèè ïî c = −2
òàó-ôóíêöèÿì â ðåçîíàñíîì ñëó÷àå â òåðìèíàõ ïôàôôèàíîâ, ìû òàê è íå ñìîãëè ïîíÿòü.

• Åùå íàì óäàëîñü äàòü îïðåäåëåíèå c = −2 òàó-ôóíêöèè â òåðìèíàõ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ èçîìîíîäðîìíàÿ òàó-ôóíêöèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI.
Èç ñîîòíîøåíèÿ D2 èç (0.4) è τ = τ+τ− ìû ïîëó÷èëè

z
d

dz
τ± =

1

2
(ζ ∓ i

√
ζ ′)τ±. (0.8)

ãäå ζ � ýòî ãàìèëüòîíèàí óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå III(D(1)
8 ).

• Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå íà c = −2 òàó-ôóíêöèè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü è äëÿ q-äåôîðìàöèè
c = 1 òàó-ôóíêöèè. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå c = 1 òàó-ôóíêöèè, ìû äîëæíû ïåðåéòè îò 4-õ
ìåðíîé Íåêðàñîâñêîé ñòàòñóììå ê 5-ìåðíîé. Ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò èìåòü âèä

τ+τ− + τ+τ− = 2τ, τ+τ− − τ+τ− = −2z1/4τ1, (0.9)

ãäå f(z) = f(qz), f(z) = f(q−1z). Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå

ττ = τ+τ−τ+τ− =
1

4
(τ+τ− + τ+τ−)2 − 1

4
(τ+τ− − τ+τ−)2 = τ2 − z1/2τ21 , (0.10)

êîòîðîå âìåñòå ñî ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà � ýòî óðàâíåíèå Ïåíëåâå A(1)′

7 (q-

äåôîðìàöèÿ Ïåíëåâå III(D(1)
8 )) â òàó-ôîðìå � ò.í. óðàâíåíèÿ òèïà Òîäû. Òàêèì îáðàçîì,

ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ Íàêàäæèìû-�øèîêè äîêàçàíû, ìû çàäåøåâî ïîëó÷èëè äîêàçàòåëü-
ñòâî ôîðìóëû äëÿ òàó-ôóíêöèè Ïåíëåâå A(1)′

7 , ïðåäëîæåííîé íàìè â 2016 ãîäó. Äåéñòâóÿ

àíàëîãè÷íî, ìû äîêàçàëè, ÷òî òàó-ôóíêöèÿ Ïåíëåâå A(1)
7 ττ = τ2 − z1/2ττ äàåòñÿ ðÿäîì

Ôóðüå îò 5d íåêðàñîâñêèõ ñòàòñóìì, ìîäèôèöèðîâàííûõ ÷ëåíîì ×åðí-Ñàéìîíñà óðîâíÿ 1.
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• Ìû ïîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèÿ (0.9) çàäàþò âìåñòå ñ τ = τ+τ− äèíàìèêó íà c = −2 òàó-
ôóíêöèè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì q-Ïåíëåâå VI ïðè qθ0 = qθz = qθ1 = qθ∞ = i.
Â 2017 ãîäó äëÿ q-Ïåíëåâå VI Äæèìáî, Íàãîÿ, Ñàêàè ïðåäëîæèëè âûðàæåíèå äëÿ òàó-
ôóíêöèè â âèäå ðÿäà Ôóðüå îò 5d Íåêðàñîâñêèõ ñòàòñóìì ñ 4-ìÿ ïîëÿìè ìàòåðèè. Èç ýòîãî
ìû ïîëó÷èëè è ïðîâåðèëè ãèïîòåçó íà ðàâåíñòâî íåêðàñîâñêîé ñòàòñóììû áåç ìàòåðèè ñ
ε1 = −2ε2 è íåêðàñîâñêîé ñòàòñóììû ñ ε1 = −ε2 è ÷åòûðüìÿ ìàòåðèÿìè îïðåäåëåííûõ ìàññ

(−qz1/2; q, q)2∞Zinst(i, i, i, iq±1/2, u; q−1, q|z1/2) = Zinst(u; q−1, q2|z). (0.11)

• Áîíåëëè, Ãðàññè è Òàíçèíè â 2017 ãîäó îáíàðóæèëè, ÷òî òàó-ôóíêöèÿ Ïåíëåâå III(D(1)
8 ) â

ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå |q| = 1, s = 1 ðàâíà ñïåêòðàëüíîìó äåòåðìèíàíòó Ξ îò îïåðàòîðà, îá-
ðàòíîãî ãàìèëüòîíèàíó ðåëÿòèâèñòñêîé Òîäû. Áîëåå òîãî, äëÿ z = qM ,M ∈ Z, Ξ ñòàíîâèòñÿ
ñòàòñóììîé áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ äëÿ ABJ òåîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò
åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå Ξ = Ξ+Ξ− ïî ÷åòíîñòè ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé. Â 2014 ãîäó Ãðàññè,
Õàòñóäà, Ìàðèíüî ïðåäëîæèëè, ÷òî Ξ± óäîâëåòâîðÿþò âðîíñêèàííî-ïîäîáíûì ñîîòíîøåíè-
ÿì. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ýòè âðîíñêèàííî-ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì
(0.9) ò.å. ýòî ðàçáèåíèå òàó-ôóíêöèè íà ìíîæèòåëè � ðàçáèåíèå íà c = −2 òàó-ôóíêöèè.

• Âîïðîñû â ñòàäèè ðåøåíèÿ:

� Îáîáùåíèå c = −2 òàó-ôóíêöèé íà ñëó÷àé òàó-ôóíêöèè Ïåíëåâå VI

� Ñîîòíîøåíèé Íàêàäæèìû-�øèîêè êàê ñîîòíîøåíèÿ íà ïôàôôèàíû

� Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà äëÿ c = −2 òàó-ôóíêöèè

� Îáîáùåíèå ïîäõîäà c = −2 òàó-ôóíêöèé ê óðàâíåíèþ Òîäû íà áîëüøåå ÷èñëî óçëîâ

� Ïðåäñòàâëåíèå c = −2 òàó-ôóíêöèè êàê êîððåëÿòîðà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôåðìèîíîâ

Ïðåïðèíòû, âûøåäøèå â ýòîì ãîäó

M. Bershtein, A. Shchechkin, Painlev�e equations from Nakajima-Yoshioka blow-up relations, [arXiv:1811.04050].

Äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ, øêîëàõ, ñåìèíàðàõ

• Ñâÿçü ìåæäó ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèåé êâàíòîâîé àôôèííîé àëãåáðû è íîâîé ðåàëèçàöèåé
Äðèíôåëüäà, Øêîëà PreCQIS-2018 (Ïðîòâèíî, 25-29 èþíÿ 2018)

• Bilinear relations on q-Virasoro conformal blocks and certain q-Painleve equation, Conference
CQIS-2018 (Protvino, 2-6 July 2018))

• Proof of the power series formula for the q-Painleve III tau function, Workshop Tau Functions
of Integrable Systems and Their Applications (Ban�, Alberta, Canada, 2-7 September 2018)

• Painlev�e equations from Nakajima-Yoshioka blow-up relations, Conference SIDE13 (Fukuoka,
Japan, 11-17 November 2018)

• Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå èç ñîîòíîøåíèé ðàçäóòèÿ Íàêàäæèìû-�øèîêè, Ñåìèíàð "Ñîâðåìåí-
íûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè"(ÍÈÓ ÂØÝ, Ìîñêâà, 12 äåêàáðÿ 2018)

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü

Ó÷åáíûé àññèñòåíò íà êóðñå "Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ"íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ âåñ-
íîé 2018 ãîäà. è ó÷åáíûé àññèñòåíò íà êóðñå "Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç"íà ôàêóëüòåòå ìàòåìà-
òèêè ÍÈÓ ÂØÝ îñåíüþ 2018 ãîäà.
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