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Øðàìîâà Êîíñòàíòèíà Àëåêñàíäðîâè÷à
ïî ãðàíòó �Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè�

1. Ðåçóëüòàòû 2018 ãîäà

1.1. Àâòîìîðôèçìû ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ñîâìåñò-
íî ñ Â.Âîëîãîäñêèì ÿ èçó÷àë ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëü-
íûõ ïîâåðõíîñòåé íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè. Îòïðàâíîé òî÷êîé
íàøèõ ðàçìûøëåíèé ïîñëóæèëà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Ò.Áàíäìàí è
Þ.Çàðõèíûì â 2015 ãîäó.

Òåîðåìà. Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè èç åäè-

íèöû. Ïóñòü C � êîíèêà, îïðåäåëåííàÿ íàä K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C íå èìååò

K-òî÷åê. Òîãäà ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ C ñîñòîèò íå

áîëåå ÷åì èç 4 ýëåìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî êîíèêà ñ òî÷êîé âñåãäà èçîìîðôíà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, òî åñòü èç
òåîðåìû Áàíäìàí è Çàðõèíà ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå êîíå÷íûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ
àâòîìîðôèçìîâ âñåõ âîçìîæíûõ êîíèê.
Â 2016 ãîäó ìû ñ Þ.Ïðîõîðîâûì ïîëó÷èëè ÷àñòè÷íîå îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû íà

äâóìåðíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà. Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè èç åäè-

íèöû. Ïóñòü S � ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä K. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî S èìååò K-òî÷êó. Òîãäà ëèáî S ðàöèîíàëüíà íàä K, ëèáî ïîðÿäêè êîíå÷íûõ

ïîãðóïï â ãðóïïå áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ S îãðàíè÷åíû.

Îäíàêî ýòî îáîáùåíèå íåëüçÿ áûëî ñ÷èòàòü ïîëíûì: â îòëè÷èå îò òåîðåìû Áàíä-
ìàí è Çàðõèíà, ìû ïðåäïîëàãàëè ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè. Â 2018 ãîäó
â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Â.Âîëîãîäñêèì ìíå óäàëîñü èñïðàâèòü ýòîò íåäîñòàòîê. Ìû
äîêàçàëè ñëåäóþùåå:

Òåîðåìà. Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè èç åäè-

íèöû. Ïóñòü S � ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä K. Òîãäà ëèáî S
áèðàöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ êîíèêè è ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé íàä K, ëèáî ïîðÿäêè

êîíå÷íûõ ïîãðóïï â ãðóïïå áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ S îãðàíè÷åíû.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè íà ïîâåðõ-
íîñòè S, òî èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîìåíòàëüíî ñëåäóåò ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà. Êðîìå
òîãî, èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå çàíÿòíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè èç åäè-

íèöû. Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�Áðàóýðà íàä K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S íå

èçîìîðôíà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ïîðÿäêè êîíå÷íûõ ïîãðóïï â ãðóïïå áèðà-

öèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ S îãðàíè÷åíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïîâåðõíîñòü
Ñåâåðè�Áðàóýðà S áèðàöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ êîíèêè è ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, òî
îíà èìååò òî÷êó ñòåïåíè 2 èëè 4, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè S èçîìîðôíà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
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1.2. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî òèïà V22. Âìåñòå ñ È.×åëüöîâûì ìû çàíèìàëèñü ãåî-
ìåòðèåé òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî òèïà V22 ñ äåéñòâèåì îäíîìåðíîãî òîðà. Ýòî
ñåìåéñòâî ìíîãîîáðàçèé Ôàíî èíòåðåñíî ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ìíî-
ãîîáðàçèÿ èç ýòîãî ñåìåéñòâà èìåþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ
ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, ðàíã Ïèêàðà è èíäåêñ êîòîðûõ ðàâíû 1.
Âî-âòîðûõ, ñðåäè âñåõ òàêèõ ñåìåéñòâ ýòî åäèíñòâåííîå ñåìåéñòâî, â êîòîðîì âñòðå-
÷àþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ áåñêîíå÷íîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ îäíîãî èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé, òàê íàçûâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ìóêàÿ�
Óìåìóðû, èçîìîðôíà PGL2(C). Ýòî ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèòñÿ â îäíîìåðíîì ïîäñå-
ìåéñòâå V ∗

u , u ∈ C \ {0, 1}, ìíîãîîáðàçèé, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîòîðûõ ñîäåðæèò
ãðóïïó Γ ∼= C∗ o Z/2Z; áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ýòîãî ñåìåéñòâà, êðîìå ìíîãîîá-
ðàçèÿ Ìóêàÿ�Óìåìóðû, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíà Γ. Íàêîíåö, äëÿ îäíîãî
èç ìíîãîîáðàçèé òèïà V22 ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ èçî-
ìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå C+.
Óæå ìíîãî ëåò áûëî èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ìíîãîîáðàçèé òèïà V22 èìåþòñÿ êàê òàêèå,

êîòîðûå äîïóñêàþò ìåòðèêó Êýëåðà�Ýéíøòåéíà (íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèå Ìóêàÿ�
Óìåìóðû), òàê è òàêèå, êîòîðûå íå äîïóñêàþò. Ñ.Äîíàëüäñîí ïðåäïîëîæèë, ÷òî
âñå ìíîãîîáðàçèÿ èç ñåìåéñòâà V ∗

u äîïóñêàþò òàêóþ ìåòðèêó. Íåäàâíî Ã.Êàïóñòêà,
Ì.Êàïóñòêà è Ñ.Äèíåâ ïûòàëèñü äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó, îöåíèâ àëüôà-èíâàðèàíòû
òàêèõ ìíîãîîáðàçèé, íî íå ñïðàâèëèñü: îöåíêà íà àëüôà-èíâàðèàíòû ïîëó÷èëàñü
òàêîé, ÷òî îíà íå äàâàëà íèêàêèõ ïðèëîæåíèé ê ìåòðèêàì Êýëåðà�Ýéíøòåéíà.
Ìû ñ È.×åëüöîâûì âîñïîëüçîâàëèñü ïîëó÷åííîé â 2017 ãîäó À.Êóçíåöîâûì è
Þ.Ïðîõîðîâûì ïîäðîáíîé áèðàöèîíàëüíîé êîíñòðóêöèåé ìíîãîîáðàçèé V ∗

u è ïîä-
ñ÷èòàëè òî÷íûå çíà÷åíèÿ àëüôà-èíâàðèàíòîâ ìíîãîîáðàçèé èç ñåìåéñòâà V ∗

u . Ìû
äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà. Ïóñòü u 6= 3
4
è u 6= 2. Òîãäà Γ-ýêâèâàðèàíòíûé àëüôà-èíâàðèàíò ìíîãî-

îáðàçèÿ V ∗
u ðàâåí 4

5
. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþò ìåòðèêó Êýëåðà�

Ýéíøòåéíà.

1.3. Àâòîìîðôèçìû òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Âìåñòå ñ
Â.Ïðæèÿëêîâñêèì è È.×åëüöîâûì ÿ èçó÷àë ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ òðåõìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Íåñêîëüêî ëåò íàçàä â íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
À.Êóçíåöîâûì è Þ.Ïðîõîðîâûì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî, ðàíã Ïèêàðà êîòîðî-

ãî ðàâåí 1. Òîãäà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X áåñêîíå÷íà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè X � îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé:

• òðåõìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî;
• òðåõìåðíàÿ êâàäðèêà;

• ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî V5;

• îäíî èç ñïåöèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé òèïà V22.

Âìåñòå ñ Â.Ïðæèÿëêîâñêèì è È.×åëüöîâûì ìû êëàññèôèöèðîâàëè âñå ãëàäêèå
òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî, ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîòîðûõ áåñêîíå÷íû. Òàêèõ



3

ìíîãîîáðàçèé îêàçàëîñü äîâîëüíî ìíîãî (îíè âñòðå÷àþòñÿ â 63 äåôîðìàöèîííûõ ñå-
ìåéñòâàõ ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî èç 105 âîçìîæíûõ). Äëÿ êàæäîãî
èç íèõ ìû îïèñàëè ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó åäèíèöû â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ.

1.4. ×èñëà Õîäæà âçâåøåííûõ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé. Âìåñòå ñ
Â.Ïðæèÿëêîâñêèì ÿ çàíèìàëñÿ îöåíêàìè íà ÷èñëàìè Õîäæà ãëàäêèõ âçâåøåííûõ
ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé Ôàíî. Ìû èíòåðåñîâàëèñü òàêèìè ãëàäêèìè âçâåøåííûìè
ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè Ôàíî, ÷èñëà Õîäæà êîòîðûõ ëèáî óñòðîåíû òàê æå, êàê
ó ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, ëèáî ëåæàò íà äèàãîíàëè, ëèáî (ïîñëå îòêèäûâàíèÿ
�õâîñòîâ� èç íóëåé) óñòðîåíû òàê æå, êàê ó êðèâîé, ïîâåðõíîñòè K3, èëè ìíîãî-
îáðàçèÿ Êàëàáè�ßó. Îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé ïåðâîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé
çàäà÷åé. Ìíîãîîáðàçèÿ îñòàëüíûõ òèïîâ åñòåñòâåííî âîçíèêàþò, åñëè íàëîæèòü
îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íà ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ìíî-
ãîîáðàçèè (ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà, ëèáî
ñóùåñòâîâàíèå íåïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà, ïîëóîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ê êîòîðîìó èçîìîðôíî ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà êðèâîé,
ïîâåðõíîñòè K3, èëè òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Êàëàáè�ßó). Â îáùåì ñëó÷àå êëàñ-
ñèôèêàöèÿ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé âûãëÿäèò íåïîäúåìíîé çàäà÷åé. Îäíàêî â ÷àñòíîì
ñëó÷àå âçâåøåííûõ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé íàì óäàëîñü êëàññèôèöèðîâàòü âñå òàêè
ìíîãîîáðàçèÿ (èõ îêàçàëîñü íåìíîãî, è áîëåå òîãî, âñå ïðèìåðû òàêèõ âçâåøåííûõ
ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé óæå âñòðå÷àëèñü â ëèòåðàòóðå). Íàïðèìåð, åäèíñòâåííûì
ãëàäêèì âçâåøåííûì ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì Ôàíî, ÷èñëà Õîäæà êîòîðîãî óñòðîåíû
�ïðèìåðíî êàê ó ïîâåðõíîñòè K3�, îêàçàëàñü êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â P5.

2. Ðàáîòû

2.1. Êíèãà. Âûøëà èç ïå÷àòè ðàíåå íàïèñàííàÿ êíèãà, à òàêæå (â äðóãîì èçäàòåëü-
ñòâå) åå íåìíîãî ðàñøèðåííûé ïåðåâîä íà àíãëèéñêèé ÿçûê.

Ñ.Î. Ãîð÷èíñêèé, Ê.À.Øðàìîâ. Íåðàçâåòâëåííàÿ ãðóïïà Áðàóýðà è åå ïðè-
ëîæåíèÿ. ÌÖÍÌÎ, Ìîñêâà, 2018, 200 ñ. ISBN: 978-5-4439-1271-4.
S.Gorchinskiy, C. Shramov. Unrami�ed Brauer group and its applications.
Translations of Mathematical Monographs, 246. American Mathematical Society,
Providence, RI, 2018, xvii+179 pp. ISBN: 978-1-4704-4072-5

2.2. Ïðåïðèíòû. Áûëè îïóáëèêîâàíû ïðåïðèíòû:

(1) V.Przyjalkowski, C. Shramov, Hodge complexity for weighted complete

intersections, arXiv:1801.10489.
(2) I. Cheltsov, C. Shramov, Kaehler�Einstein Fano threefolds of degree 22,

arXiv:1803.02774.
(3) C. Shramov, V.Vologodsky, Automorphisms of pointless surfaces,

arXiv:1807.06477.
(4) I. Cheltsov, J. Park, C. Shramov, Delta invariants of singular del Pezzo surfaces,

arXiv:1809.09221.
(5) I. Cheltsov, V. Przyjalkowski, C. Shramov, Fano threefolds with in�nite

automorphism groups, arXiv:1809.09223.
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2.3. Ñòàòüè. Âûøëè èç ïå÷àòè ðàíåå íàïèñàííûå ñòàòüè:

(1) A.Kuznetsov, Yu. Prokhorov, C. Shramov, Hilbert schemes of lines and conics and
automorphism groups of Fano threefolds, Jpn. J. Math., 13:1 (2018), 109�185.

(2) Yu. Prokhorov, C. Shramov, p-subgroups of the space Cremona group, Math.
Nachr., 291:8�9 (2018), 1374�1389.

(3) Yu. Prokhorov, C. Shramov, Finite groups of birational selfmaps of threefolds,
Math. Res. Lett., 25:3 (2018), 957�972.

(4) I. Cheltsov, J. Park, C. Shramov, Alpha-invariants and purely log terminal blow-

ups, Eur. J. Math., 4:3 (2018), 845�858.

3. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ

Â 2018 ãîäó ÿ ïðèíèìàë ó÷àñòèå â ñëåäóþùèõ ìåðîïðèÿòèÿõ:

(1) Êîíôåðåíöèÿ �Dynamics in Siberia�, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà,
Íîâîñèáèðñê, 26 ôåâðàëÿ � 3 ìàðòà 2018, äîêëàä �Automorphisms of complex
surfaces�.

(2) Oberwolfach workshop �Subgroups of Cremona Groups�, MFO, Îáåðâîëüôàõ,
Ãåðìàíèÿ, 17�23 èþíÿ 2018, äîêëàä �Boundedness for groups of birational
selfmaps�.

(3) Ëåòíÿÿ øêîëà è êîíôåðåíöèÿ ïî ãðóïïàì Áðàóýðà, ÂØÝ, Ìîñêâà, 25�29 èþíÿ
2018, ñåðèÿ äîêëàäîâ �Ìíîãîîáðàçèÿ Ñåâåðè�Áðàóýðà�.

(4) Êîíôåðåíöèÿ �Computational mathematics and algebraic geometry�, Èíñòèòóò
Èîãàííà Êåïëåðà, Ëèíö, Àâñòðèÿ, 8�10 àâãóñòà 2018, äîêëàä �Finite groups
acting by automorphisms of compact complex surfaces�.

(5) Ñèáèðñêàÿ ëåòíÿÿ øêîëà �Current developments in Geometry�, Èíñòèòóò ìàòå-
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