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Ó àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq èç q ýëåìåí-
òîâ åñòü äâà îñíîâíûõ èíâàðèàíòà: åå ðîä g(C) è êîëè÷åñòâî òî÷åê
íà êðèâîé N(C) = |C(Fq)|. Ãðàíèöà Õàññå�Âåéëÿ óñòàíàâëèâàåò
ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó ýòèìè èíâàðèàíòàìè:

|N(C)− q − 1| ≤ 2g(C)
√
q.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êðèâûõ áîëüøîãî ðîäà ýòî íåðàâåíñòâî äà-
åò íå ñëèøêîì õîðîøóþ îöåíêó äëÿ ÷èñëà òî÷åê. Áîëåå òî÷íî ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî îïèñûâàåò òåîðåìà Äðèíôåëüäà�Âëýäóöà: äëÿ ëþ-
áîãî (ðàçóìååòñÿ, ñ÷åòíîãî) ñåìåéñòâà êðèâûõ Cn íàä Fq, ó êîòîðûõ
ðîä ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

β(C•) = lim
n→∞

N(Cn)

g(Cn)
≤ √q − 1.

Êàê òîëüêî áûëî äîêàçàíî ýòî íåðàâåíñòâî, âîçíèê âîïðîñ îá
îïòèìàëüíîñòè ýòîé îöåíêè, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè ñåìåéñòâî êðè-
âûõ, äëÿ êîòîðîãî β(C•) =

√
q − 1. Òàêîå ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ

îïòèìàëüíûì. Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé, åñëè q ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óäîáíî áðàòü áàøíè êðèâûõ. Áàøíÿ
êðèâûõ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ Cn è êîíå÷íûõ îòîáðà-
æåíèé Cn → Cn−1, ïðè ýòîì ðîä Cn ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îñ-
íîâíûå ïðèìåðû îïòèìàëüíûõ áàøåí àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè ìîæíî ïîñòðîèòü ëèáî ïðè ïîìîùè ÿâíûõ ðå-
êóððåíòíûõ ôîðìóë, ëèáî êàê áàøíè ìîäóëÿðíûõ êðèâûõ.
Åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òî íå èç-

âåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè íàä íèì îïòèìàëüíûå áàøíè èëè ñåìåéñòâà.
Â ñòàòüå [Ry] ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ îáîáùàåò
ìîäóëÿðíûå áàøíè è äàåò íàäåæäó ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûå ñåìåé-
ñòâà êðèâûõ áåç îãðàíè÷åíèé íà êîíå÷íîå ïîëå.
Ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà äâà ýòàïà. Ñïåðâà

áåðåòñÿ ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íàä êðèâîé C, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì íàä îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì U . Òîãäà
i-ûå âûñøèå ýòàëüíûå ïðÿìûå îáðàçû ïîñòîÿííîãî ïó÷êà Z/`nZ �
ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ïó÷êîâ Vn â ýòàëüíîé
òîïîëîãèè íà U , òî åñòü èìåþòñÿ àääèòèâíûå ïî ñëîÿì îòîáðàæå-
íèÿ ïó÷êîâ èç Vn → Vn−1.
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Íà âòîðîì ýòàïå óæå íå èñïîëüçóåòñÿ ñàìî ñåìåéñòâî: ó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ïó÷êîâ Vn â ýòàëüíîé òîïîëîãèè
íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñëîéíóþ ¾ïðî-
åêòèâèçàöèþ¿, êîòîðàÿ áóäåò ñõåìîé Un, êîíå÷íîé íàä U . Åñëè âû-
ïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ íà Vn, ýòà ñõåìà áóäåò
ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèìîé êðèâîé. Îïðåäåëèì Cn êàê ãëàäêóþ
ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ, ñîäåðæàùóþ Un.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ óïîìÿíóòûå óñëî-

âèÿ � ýòî ñåìåéñòâî Ëåæàíäðà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì
Fp2 , êîòîðîìó íàøà êîíñòðóêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò áàøíþ Ëåæàíäðà.
Â ñòàòüå [Ry] ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ýòà áàøíÿ îïòèìàëüíà.
Â ýòîì ãîäó ìû èçó÷àëè ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé K3 ñ áîëüøîé

ãðóïïîé ìîíîäðîìèè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç çåðêàëüíîé ñèììåò-
ðèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Ýòè ñåìåéñòâà óäîáíû òåì,
÷òî ïðî íèõ óæå ìíîãî èçâåñòíî. Íàïðèìåð, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïî-
ñ÷èòàíà ëîêàëüíàÿ ìîíîäðîìèÿ.
Ïðè ïîñòðîåíèè áàøåí, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ñåìåéñòâàìè ïîâåðõ-

íîñòåé K3, ìû èñïîëüçóåì òîëüêî âòîðóþ ÷àñòü êîíñòðóêöèè, à ïó÷-
êè Vn ñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàøå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé
K3 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòåé â òîðè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè, êîòîðîå ïðè îãðàíè÷åíèè íà òîð ìîæíî çàäàòü ìíî-
ãî÷ëåíîì Ëîðàíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî ýòîìó ìíîãî÷ëåíó
ÿâíî ñòðîèòñÿ ðÿä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà íàøåãî ñåìåéñòâà íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëà-
ìè è îïðåäåëÿåò ïîäôàêòîð â ëîêàëüíîé ñèñòåìå âñåõ ðåøåíèé.
Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ äëÿ ýòàëüíûõ êîãîìîëîãèé, åñëè ðåäóêöèÿ
ñåìåéñòâà â ïîëîæèòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó õîðîøàÿ, òî ýòîò ïîä-
ôàêòîð ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâó ïó÷êîâ Vn â ýòàëüíîé òîïîëîãèè
íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.
Âàæíûì ñâîéñòâîì ýòîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû-

÷èñëÿòü ëîêàëüíóþ ìîíîäðîìèþ â õàðàêòåðèñòèêå íóëü, à çàòåì
èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåòâëåíèÿ â áàøíå íàä êîíå÷íûì
ïîëåì. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ðåäóêöèÿ õîðîøàÿ, òî ìàòðèöà îïå-
ðàòîðà ëîêàëüíîé ìîíîäðîìèè áóäåò òàêîé æå. Âåòâëåíèå â áàøíå
âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà. Âîçüìåì òî÷êó
x ∈ C(k̄) èç äîïîëíåíèÿ U â C, íàä êîòîðîé ñëîé f îñîáûé. Ëî-
êàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âåòâëå-
íèå íàä òî÷êîé x â íàøåé áàøíå: èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó îðáèòà-
ìè äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ëîêàëüíîé ìîíîäðîìèè íà ïðîåêòèâèçàöèè
ýòàëüíûõ êîãîìîëîãèé îáùåãî ñëîÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z/`nZ è
òî÷êàìè y ∈ Cn(k̄) íàä x, ïðè÷åì èíäåêñ âåòâëåíèÿ ðàâåí äëèíå
îðáèòû.
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Òåïåðü íàäî äîêàçàòü, ÷òî ìû ïîñòðîèëè áàøíþ êðèâûõ, â ÷àñò-
íîñòè, ðîä êðèâîé â áàøíå áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî
òàê åñëè îáðàç ïðåäñòàâëåíèÿ ãëîáàëüíîé ìîíîäðîìèè äîñòàòî÷íî
áîëüøîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G áîëü-
øàÿ, åñëè â íåé åñòü áåñêîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà H, è ôàêòîðìíîæåñòâî
G/H òîæå áåñêîíå÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 1. Âûáåðåì òî÷êó a ∈ C(k̄), è ðàññìîòðèì ñëîé

(Vn)a ïó÷êà Vn â òî÷êå a. Ïóñòü îáðàç ïðåäñòàâëåíèÿ ãëîáàëüíîé

ìîíîäðîìèè â lim←−n
(Vn)a äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Òîãäà äëÿ êàæäîãî n

íàéäåòñÿ òàêàÿ ñâÿçíàÿ êðèâàÿ C ′n ⊂ Cn, ÷òî ðîä C
′
n ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè, à îòîáðàæåíèå Cn → Cn−1 èíäóöèðóåò îòîáðà-

æåíèå C ′n → C ′n−1.

Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäëîæåíèå ìû äîêàçàëè, ÷òî ïî ìíîãèì ñåìåé-
ñòâàì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, ìîæíî ïîñòðîèòü áàøíè êðèâûõ. Â äàëüíåé-
øåì ìû áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå òî÷åê íà êðèâûõ â ýòèõ áàøíÿõ.

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ñîâìåñòíî ñ Â. Âîëîãîäñêèì, Ñ Ãîð÷èíñêèì è Ä.Îñèïîâûì ìû
îðãàíèçåì ñåìèíàð ïî àðèôìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ÍÈÓ ÂØÝ.
Êðîìå òîãî, ïîä ìîèì ðóêîâîäñòâîì ïèøåò ìàãèñòåðñêèé äèïëîì
Þ.Êîòåëüíèêîâà.
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