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Áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î äçåòà�ôóíêöèÿõ ñóïåðñèí-
ãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóììåðà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Íàïîì-
íèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Êóììåðà K(A), àññîöèèðîâàííàÿ ñ àáåëå-
âîé ïîâåðõíîñòüþ A � ýòî ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ôàêòîðà A
ïî èíâîëþöèè a 7→ −a. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà íå ðàâíà 2, òî K(A)
áóäåò ïîâåðõíîñòüþ K3. Äçåòà-ôóíêöèè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé áûëè
êëàññèôèöèðîâàíû â ñòàòüå [Ry14]. Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ äçåòà-
ôóíöèÿìè ïîâåðõíîñòåé íàä êîíå÷íûì ïîëåì, êîòîðûå èçîìîðô-
íû K(A) íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íå
âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ êàê ïîâåðõíîñòè Êóììåðà àññîöèèðîâàííûå ñ
êàêîé-òî àáåëåâîé ïîâåðõíîñòüþ íàä êîíå÷íûì ïîëåì, íî äëÿ ïðî-
ñòîòû ìû òîæå áóäåì íàçûâàòü èõ ïîâåðõíîñòÿìè Êóììåðà.
Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ p > 5. Åñëè A � àáåëåâà ïî-
âåðõíîñòü ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû G ⊂ Aut0(A) (ò.å. ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî G ñîõðàíÿåò íóëü ãðóïïîâîãî çàêîíà íà A), òî
ôàêòîð A/G áóäåò áèðàöèîíàëåí ïîâåðõíîñòè K3, åñëè âûïîëíå-
íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: äåéñòâèå ãðóïïû G ñèìïëåêòè÷åñêîå, íå
èìååò íåïîäâèæíûõ êðèâûõ, è âñå îñîáûå òî÷êè ôàêòîðà ðàöèî-
íàëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé A/G íàçûâûàåò-
ñÿ îáîáùåííîé ïîâåðõíîñòüþ Êóììåðà K(A,G). Ïî òåîðåìå Îãóñà,
åñëè àáåëåâà ïîâåðõíîñòü A ñóïåðñèíãóëÿðíà, òî K(A,G) èçîìîðô-
íà íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè Êóììåðà
àññîöèèðîâàííîé ñ, âîçìîæíî, êàêîé-òî äðóãîé ñóïåðñèíãóëÿðíîé
àáåëåâîé ïîâåðõíîñòüþ.
Âîçìîæíûå ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóò äåéñòâîâàòü íà àáåëåâîé ïî-

âåðõíîñòè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, è äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ òðè óñëîâèÿ âûøå, áûëè îïèñàíû Êàöóðîé. Îäíàêî
îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, íàä êàêèìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè òàêèå
äåéñòâèÿ âîçìîæíû. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìû ïîëó÷àåì êëàñ-
ñèôèêàöèþ Êàöóðû äðóãèì ìåòîäîì,êîòîðûé ðàáîòàåò íàä ëþáûì
ïîëåì.
Ñêàæåì, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû G íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè A

æåñòêîå, åñëè ïðåäñòàâëåíèå G â ìîäóëå Òåéòà T`(A) íå èìååò

íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü äëÿ êàæäîãî g ∈ G ïîðÿäêà r ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ g íà V`(A) ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè êîðíÿìè èç
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åäèíèöû ñòåïåíè r. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðè r > 1
ó äåéñòâèÿ g íà A òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Â îñíîâå íàøåé êëàññèôèêàöèè ëåæàò ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Ïóñòü ζn îáîçíà÷àåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Hs àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ ñ öåí-
òðîì Q è íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè â ïðîñòîì ÷èñëå s è â
áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ âåùåñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ K
ïîëÿ Q ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç H∞(K) àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ ñ öåí-
òðîì K è íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè â áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 1. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n æåñòêî äåéñòâó-

åò íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè èç êëàññà èçîãåíèè ìíîãîîáðàçèÿ A
íàä ïîëåì k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

êðóãîâîãî ïîëÿ Q(ζn) â àëãåáðó ýíäîìîðôèçìîâ Endk(A)⊗Q.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p > 5, è ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

íàä ïîëåì k. Ãðóïïà G èç ñïèñêà Êàöóðû æåñòêî äåéñòâóåò íà

àáåëåâîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ èçîãåííà E2 íàä ïîëåì k, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå àëãåáðû ñ äåëåíèåì

HG â àëãåáðó ìàòðèö Mat2×2(Endk(E) ⊗ Q) ñîãëàñíî ñëåäóþùåé

òàáëèöå:

G BD2 BD3 BD4 BD5 BD6

HG H2 H3 H∞(Q(
√

2)) H∞(Q(
√

5)) H∞(Q(
√

3))

G SL2(F3) CSU2(F3) SL2(F3)

HG H2 H∞(Q(
√

2)) H∞(Q(
√

5))

Ýòè ðåçóëüòàòû ñâîäÿò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ àáåëåâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé íàä êîíå÷íûì ïîëåì ñ äåéñòâèåì äàííîé ãðóïïû ê âîïðîñó î
âëîæèìîñòè ïîëóïðîñòûõ àëãåáð íàä Q, à ýòà çàäà÷à ÷èñòî âû÷èñ-
ëèòåëüíàÿ. Ïîëó÷èâ ñïèñîê âîçìîæíûõ ïàð (A,G) ìîæíî óñòàíî-
âèòü, êîãäà òàêîå äåéñòâèå áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì è êàê óñòðîåíû
îñîáåííîñòè ôàêòîðà A/G. Îòñþäà ìû óæå ìîæåì ïîëó÷èòü ñïè-
ñîê âîçìîæíûõ äçåòà-ôóíêöèé îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Êóììåðà
K(A,G). Òàêîé ñïèñîê áóäåò î÷åíü äëèííûì, ïîýòîìó â ðàáîòå [Ry]
ìû âû÷èñëÿåì èõ òîëüêî äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ àáåëåâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé íàä ïðîñòûì ïîëåì Fp. Ýòî îñíîâíîé ñëó÷àé, êîòîðûé íàì
íóæåí äëÿ èññëåäîâàíèé ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé K3 è ñâÿçàííûõ ñ
íèìè áàøåí êðèâûõ.
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Äçåòà�ôóíêöèÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè K3 ðàâíà

(1) ZX(t) =
1

(1− t)P2(qt)(1− q2t)
,

ãäå

P2(t) = det(1− tFr |NS(X)⊗Q) =
∏
r

Φr(t)
λr

� ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äåéñòâèÿ Ôðîáåíèóñà íà ãðóï-
ïå Íåðîíà�Ñåâåðè NS(X). Âñå êîðíè P2(t) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç
åäèíèöû, ïîýòîìó ìîæíî ðàçëîæèòü ýòîò ìíîãî÷ëåí â ïðîèçâåäå-
íèå êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ Φr. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äçåòà�ôóíêöèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòñÿ ÷èñëàìè λr. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó äçåòà�
ôíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (1λ1 , . . . , rλr).

Òåîðåìà 3. [Ry] Ïóñòü p > 2. Òîãäà íàä Fp ñóùåñòâóþò ñóïåð-

ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè K3 ñî ñëåäóþùèìè äçåòà�ôóíêöèÿìè.

ZX(t) p fA(t) G
120, 22 p ≡ 1(4) (t2 − p)2 C4

116, 26 p ≡ 3(4) (t2 + p)2 C4

p ≡ 5(12) (t2 + p)2 C6

115, 27 p ≡ 1(4) (t2 + p)2 C4

113, 29 p ≡ 3(4) (t2 − p)2 C4

17, 27, 44 p ≡ 1(3) (t2 + p)2 C3

p ≡ 2(3) (t2 − p)2 C3

112, 26, 3, 6 p ≡ 1(3) t4 + pt2 + p2 C3

p ≡ 2(3) t4 + pt2 + p2 C6

15, 25, 3, 44, 6 p ≡ 2(3) t4 + pt2 + p2 C3

15, 25, 44, 12 p ≡ 1(3) t4 − pt2 + p2 C3

112, 26, 12 p ≡ 2(3) t4 − pt2 + p2 C3

118, 3, 6 p ≡ 1(3) t4 + pt2 + p2 C6

114, 24, 12 p ≡ 1(3) t4 − pt2 + p2 C6

116, 22, 12 p ≡ 2(3) t4 − pt2 + p2 C6

1. Èòîãè

Èçíà÷àëüíî ïëàíèðîâàëîñü ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììó èç ñòàòüè [Ry18]
è ïîñòðîèòü õîðîøèå áàøíè àëãåáðàè÷åêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì Fp.
Îäíàêî, áàøíè, êîòîðûå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü, îêàçûâàþòñÿ õîðîøè-
ìè òîëüêî íàä Fp2 , à äëÿ ðàáîòû íàä Fp íóæíû íîâûå èäåè. Â
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ñòàòüå [GaRy19] ìû ïîñòðîèëè ïðèìåð òàêîé áàøíè, è â öåëîì ïðè-
ìåðîâ òàêîãî ðîäà åùå ìíîãî.

Òåîðåìà 4. [GaRy19] Áàøíÿ íàä k = Fp2, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
ñåìåéñòâà çåðêàëüíî äâîéñòâåííîìó òðåõìåðíîìó ïðîåêòèâíîìó

ïðîñòðàíñòâó, îïòèìàëüíà äëÿ p = 3, è ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé äëÿ

p ≡ 3(4).

Â ðåçóëüòàòå ïîèñêîâ íîâûõ èäåé ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ [Ry] î äçåòà�
ôóíêöèÿõ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóììåðà. Â äàííûì ìî-
ìåíò îíà ïî÷òè ãîòîâà ê ïóáëèêàöèè, îñòàëîñü äîðåäàêòèðîâàòü è,
âîçìîæíî, îïèñàòü åùå íåñêîëüêî äçåòà�ôóíêöèé.
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