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Â ýòîì ãîäó áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î äçåòà-ôóíêöèÿõ
ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóììåðà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü ÊóììåðàK(A), àññîöèèðîâàííàÿ ñ àáå-
ëåâîé ïîâåðõíîñòüþ A � ýòî ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ôàêòîðà A
ïî èíâîëþöèè a 7→ −a. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà íå ðàâíà 2, òî K(A)
áóäåò ïîâåðõíîñòüþ K3. Äçåòà-ôóíêöèè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé áûëè
êëàññèôèöèðîâàíû â ñòàòüå [Ry14]. Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ äçåòà-
ôóíöèÿìè ïîâåðõíîñòåé íàä êîíå÷íûì ïîëåì, êîòîðûå èçîìîðô-
íû K(A) íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íå
âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ êàê ïîâåðõíîñòè Êóììåðà àññîöèèðîâàííûå ñ
êàêîé-òî àáåëåâîé ïîâåðõíîñòüþ íàä êîíå÷íûì ïîëåì, íî äëÿ ïðî-
ñòîòû ìû òîæå áóäåì íàçûâàòü èõ ïîâåðõíîñòÿìè Êóììåðà.
Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ p > 5. Åñëè A � àáåëåâà ïî-
âåðõíîñòü ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû G ⊂ Aut0(A) (ò.å. ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî G ñîõðàíÿåò íóëü ãðóïïîâîãî çàêîíà íà A), òî
ôàêòîð A/G áóäåò áèðàöèîíàëåí ïîâåðõíîñòè K3, åñëè âûïîëíå-
íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: äåéñòâèå ãðóïïû G ñèìïëåêòè÷åñêîå, íå
èìååò íåïîäâèæíûõ êðèâûõ, è âñå îñîáûå òî÷êè ôàêòîðà ðàöèî-
íàëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé A/G íàçûâûàåò-
ñÿ îáîáùåííîé ïîâåðõíîñòüþ Êóììåðà K(A,G). Ïî òåîðåìå Îãóñà,
åñëè àáåëåâà ïîâåðõíîñòü A ñóïåðñèíãóëÿðíà, òî K(A,G) èçîìîðô-
íà íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè Êóììåðà
àññîöèèðîâàííîé ñ, âîçìîæíî, êàêîé-òî äðóãîé ñóïåðñèíãóëÿðíîé
àáåëåâîé ïîâåðõíîñòüþ.
Âîçìîæíûå ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóò äåéñòâîâàòü íà àáåëåâîé ïî-

âåðõíîñòè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, è äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ òðè óñëîâèÿ âûøå, áûëè îïèñàíû Êàöóðîé. Îäíà-
êî îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, íàä êàêèìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè òà-
êèå äåéñòâèÿ âîçìîæíû. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìû ïîëó÷àåì
êëàññèôèêàöèþ Êàöóðû äðóãèì ìåòîäîì äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ
ïîâåðõíîñòåé íàä êîíå÷íûì ïîëåì.
Ñêàæåì, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû G íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè A

æåñòêîå, åñëè ïðåäñòàâëåíèå G â ìîäóëå Òåéòà T`(A) íå èìååò

íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü äëÿ êàæäîãî g ∈ G ïîðÿäêà r ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ g íà V`(A) ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè êîðíÿìè èç
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åäèíèöû ñòåïåíè r. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðè r > 1
ó äåéñòâèÿ g íà A òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Â îñíîâå íàøåé êëàññèôèêàöèè ëåæàò ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Ïóñòü ζn îáîçíà÷àåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Hs àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ ñ öåí-
òðîì Q è íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè â ïðîñòîì ÷èñëå s è â
áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ âåùåñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ K
ïîëÿ Q ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç H∞(K) àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ ñ öåí-
òðîì K è íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè â áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 1. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n æåñòêî äåéñòâó-

åò íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè èç êëàññà èçîãåíèè ìíîãîîáðàçèÿ A
íàä ïîëåì k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

êðóãîâîãî ïîëÿ Q(ζn) â àëãåáðó ýíäîìîðôèçìîâ Endk(A)⊗Q.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p > 5, è ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

íàä ïîëåì k. Ãðóïïà G èç ñïèñêà Êàöóðû æåñòêî äåéñòâóåò íà

àáåëåâîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ èçîãåííà E2 íàä ïîëåì k, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå àëãåáðû ñ äåëåíèåì

HG â àëãåáðó ìàòðèö Mat2×2(Endk(E) ⊗ Q) ñîãëàñíî ñëåäóþùåé

òàáëèöå:

G Dic2 Dic3 Dic4 Dic5 Dic6
HG H2 H3 H∞(Q(

√
2)) H∞(Q(

√
5)) H∞(Q(

√
3))

G SL2(F3) CSU2(F3) SL2(F3)

HG H2 èëè Mat2×2(Q(ζ3)) H∞(Q(
√
2)) H∞(Q(

√
5))

Ýòè ðåçóëüòàòû ñâîäÿò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ àáåëåâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé íàä êîíå÷íûì ïîëåì ñ äåéñòâèåì äàííîé ãðóïïû ê âîïðîñó î
âëîæèìîñòè ïîëóïðîñòûõ àëãåáð íàä Q, à ýòà çàäà÷à ÷èñòî âû÷èñ-
ëèòåëüíàÿ. Ïîëó÷èâ ñïèñîê âîçìîæíûõ ïàð (A,G) ìîæíî óñòàíî-
âèòü, êîãäà òàêîå äåéñòâèå áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì è êàê óñòðîåíû
îñîáåííîñòè ôàêòîðà A/G. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì ñïèñîê âîçìîæ-
íûõ äçåòà-ôóíêöèé îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Êóììåðà K(A,G).
Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Åñëè ãðóïïà G ñî-

äåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H, òî íà K(A,H) äåéñòâóåò G/H.
Äëÿ êàæäîãî g ∈ G/H ìîæíî îïðåäåëèòü ñêðó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü
Êóììåðà K(A,H)(g), ó êîòîðîé äåéñòâèå Ôðîáåíèóñà íà ìîäóëå
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Òåéòà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé φ◦g, ãäå φ � ýòî ýíäîìîðôèçì Ôðîáåíè-
óñà ïîâåðõíîñòè K(A,H). Ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ìîæíî
ëè òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü âñå äçåòà-ôóíêöèè ïîâåðõíîñòåé Êóì-
ìåðà.

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ñîâìåñòíî ñ Â. Âîëîãîäñêèì, Ñ Ãîð÷èíñêèì è Ä.Îñèïîâûì ìû
îðãàíèçóåì ñåìèíàð ïî àðèôìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ÍÈÓ ÂØÝ
(http://www.mathnet.ru/conf932).
Êðîìå òîãî, ïîä ìîèì ðóêîâîäñòâîì ïðîõîäèë ñåìèíàð ïî àðèô-

ìåòèêå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â ÍÌÓ è íà ìàòôàêå ÂØÝ (http://
ium.mccme.ru/f19/f19-rybakov-sem.html).
Íà ëåòíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå Àëãåáðà è Òåîðèÿ ×èñåë 2019 â

Âîðîíîâî (https://ms.hse.ru/voronovo2019) ðóêîâîäèë ñåìèíàðàìè
ïî êóðñó Gerard van der Geer (University of Amsterdam) ¾Curves
over �nite �elds¿.
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