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1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2019 ãîäó

Â 2019-ì ãîäó ÿ ïîëó÷èë íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðèåé ñèñòåì èç
âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð {kλ}λ∈Λ â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Áîëüøèí-
ñòâî èç íèõ ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëåíèåì ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f èç ïðîñòðàíñòâà åå
ôîðìàëüíûì ðÿäîì Ôóðüå
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ãäå {gλ}λ∈Λ - áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà.

1.1. Ïîëíîòà áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå PWE. Óäàëîñü ïîëó-
÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû Þíãà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E - îáúåäèíåíèå äâóõ èíòåðâàëîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ R òàêîâà, ÷òî ñèñòåìà èç âîñïðîèç-
âîäÿùèõ ÿäåð {kλ}λ∈Λ â ïðîñòðàíñòâå PWE ïîëíà è ìèíèìàëüíà è 2πD+(Λ) =
lim supR→∞(2R)−1 card{Λ ∩ (−R,R)} = |E|, òî áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {gλ} ïîë-
íà (ò.å. êîýôôèöèåíòû ôîðìàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò f).

Òàêèì îáðàçîì, àíàëîã òåîðåìû Þíãà âåðåí äëÿ ïðîñòðàíñòâà PWE, E = I1 ∪ I2,
I1, I2 - èíòåðâàëû, ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ïðî ïëîòíîñòü ïîëíîé è ìè-
íèìàëüíîé ñèñòåìû. Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íåÿñíî âûïîëíåíî ëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå
àâòîìàòè÷åñêè äëÿ ëþáîé ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû â êëàññè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Ïýëè-Âèíåðà ïëîòíîñòü
(â ëþáîì ðàçóìíîì ñìûñëå) ñîãëàñîâàíà ñ äëèíîé èíòåðâàëà.

1.2. Íàñëåäñòâåííàÿ ïîëíîòà. Óäàëîñü ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è (îòäåëüíî) äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñèíòåçèðóåìîñòè äëÿ ñèñòåìû èç ýêñïîíåíò {eiλt}λ∈Λ íà èíòåðâàëå.
Ýòè óñëîâèÿ âûðàæåíû â òåðìèíàõ àñèìïòîòèêè ïîðîæäàþùåé ôóíöêèè GΛ(z). Â
íåêîòîðîì êëàññå ñèñòåì ýòè óñëîâèÿ îêàçûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî íåîáõîäèìûìè è äî-
ñòàòî÷íûìè, à èìåííî åñëè ôóíêöèÿ G ìàëà âíå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ R
íóëåâîé ïëîòíîñòè è ðåãóëÿðíà è âåëèêà íà X, òî äëÿ ñèíòåçèðóåìîñòè íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∫
X

dx
1+|x| . Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü

íîâûå ïðèìåðû ýêñïîíåíöèàëüíûõ íåñèíòåçèðóåìûõ ñèñòåì è ïðèáëèæàþò íàñ ê ïî-
íèìàíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ.

1.3. Ïðîñòðàíñòâî Ôîêà, ïëîòíîñòè. Â îòëè÷èè îò ïðîñòðàíñòâà Ïýëè-Âèíåðà â
ïðîñòðàíñòâå Ôîêà âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû ìîæåò ïðèíè-
ìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Â 2009-ì ãîäó Àñêåíçè, Ëþáàðñêèé è Ñåéï ïîêàçàëè, ÷òî
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ðåãóëÿðíîñòü ìíîæåñòâà Λ âåðõíÿÿ ïëîò-
íîñòü Λ (ñîâïàäàþùàÿ ñ íèæíåé èç-çà ðåãóëÿðíîñòè) íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå [ 2

π
, 1].
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Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî d ∈ [ 2
π
, 1] åñòü ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà èç âîñïðî-

èçâîäÿùèõ ÿäåð ñ ïëîòíîñòüþ d. Áûëî íåèçâåñòíî âåðåí ëè ïåðâûé ðåçóëüòàò áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ ðåãóëÿðíîñòè.
Ìíå (ñîâìåñòíî ñ À. Áîðè÷åâûì è À. Êóçíåöîâûì) óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòî íå

òàê.

Òåîðåìà 2. (a) Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C òàêàÿ, ÷òî D+(Λ) =
1/π, à ñèñòåìà {kλ}λ∈Λ ïîëíà è ìèíèìàëüíà â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà.

(b) Åñëè ñèñòåìà {kλ}λ∈Λ ïîëíà è ìèíèìàëüíà â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà, òî D+(Λ) ≥
1

3π
.

Òåîðåìà 3. (a) Äëÿ ëþáîãî 0 ≤ β < 1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C
òàêàÿ, ÷òî D+(Λ) > 1 è

β = D−(Λ) = D+(Λ) log
e

D+(Λ)
,

ïðè ýòîì ñèñòåìà {kλ}λ∈Λ ïîëíà è ìèíèìàëüíà â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà.
(b) Åñëè ñèñòåìà {kλ}λ∈Λ ïîëíà è ìèíèìàëüíà â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà è D+(Λ) > 1,

òî
D−(Λ) ≤ D+(Λ) log

e

D+(Λ)
.

Òàêèì îáðàçîì, íèæíÿÿ ïëîòíîñòü D−(Λ) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò 0 äî
1 (è íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1), à âåðõíÿÿ D+(Λ) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò
1
π
äî e (è íå ìîæåò áûòü áîëüøå e èëè ìåíüøå 1

3π
). Âîïðîñ î òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå

äëÿ âåðõíåé ïëîòíîñòè îñòàëñÿ îòêðûòûì.

1.4. Ïðîñòðàíñòâî Ôîêà, âåñîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Â 2019-ì ãîäó ÿ ïðîäîëæèë
ðàáîòó íàä çàäà÷àìè âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà. Ìíå óäàëîñü ïîëó-
÷èòü ðÿä íîâûõ êîíòðïðèìåðîâ ê ãèïîòåçå Íüþìàíà-Øàïèðî è ïîëó÷èòü íåêîòîðûå
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ àïïðîêñèìàöèÿ èìååò ìåñòî.
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