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1 Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

1.1 Òâèñòîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Äèíãà-Éîõàðà ïðè q = t, òâèñòîâàí-
íûå q-W -àëãåáðû è êîíôîðìíûå áëîêè

Àííîòàöèÿ Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé òîðîèäàëüíîé àëãåáðû gl1 ïðè

q = t. Ñòðîèòñÿ ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîäóëåé F (n′,n)
u ñ ïðîèçâîëüíûì íàêëîíîì n′/n. Êàê âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî, îíî åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè óðîâíÿ 1 àôôèííîé
gln. Òàêæå ìû èçó÷àåì òâèñòîâàííûå W -àëãåáðû sln, äåéñòâóþùèå íà ýòèõ ìîäóëÿõ. Â êà÷åñòâå
ïðèëîæåíèÿ, ìû äîêàçûâàåì ñîîòíîøåíèå íà q-äåôîðìèðîâàííûå êîíôîðìíûå áëîêè, êîòîðîå
áûëî âûäâèíóòî â êà÷åñòâå ãèïîòåçû ïðè èçó÷åíèè q-äåôîðìàöèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èçîìîíî-
äðîìíîé äåôîðìàöèåé è CFT.

Òîðîèäàëüíûå àëãåáðû è èõ òâèñòîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ Àëãåáðà Äèíãà-Éîõàðà Uq,t(g̈l1)
� ýòî âàæíàÿ àëãåáðà, âîçíèêàþùàÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (äåôîðìàöèÿ CFT, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïÿòèìåðíûì ñóïåðñèììåòðè÷íûì êàëèáðîâî÷íûì òåîðèÿì [AFHKS]) è àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè (àëãåáðà Õîëëà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé).

Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé q = t, ïðè ýòîì òîðîèäàëüíàÿ àëãåáðà ñòàíî-
âèòñÿ óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû Ëè ñ îáðàçóþùèìè Ek,l, c′, c è ñîîòíîøåíèåì

[Ek,l, Er,s] = (q(sk−lr)/2 − q(lr−sk)/2)Ek+r,l+s + δk,−r δl,−s(c
′k + cl). (1)

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó àëãåáðó Ëè êàê Diffq, òàê êàê èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì èç ýòîé àëãåáðû
â àëãåáðó q-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííóþ D,x ñ ñîîòíîøåíèåì Dx = qxD; à èìåííî
Ek,l 7→ qkl/2xlDk.

ÀëãåáðóDiffq ìîæíî çàäàòü è ïî-äðóãîìó, èñïîëüçóÿ îáðàçóþùèåØåâàëåE(z) =
∑

k∈ZE1,kz
−k,

F (z) =
∑

k∈ZE−1,kz
−k, H(z) =

∑
k 6=0E0,kz

−k, ñìîòðè, íàïðèìåð, [Ts14].
Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå äåéñòâèå ãðóïïû SL(2,Z) íàDiffq. Ìû áóäåì ïàðàìåòðèçîâàòü ýëåìåíòû

σ ∈ SL(2,Z) ñëåäóþùèì îáðàçîì

σ =

(
m′ m
n′ n

)
. (2)

Òîãäà σ äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì

σ(Ek,l) = Em′k+ml, n′k+nl, σ(c′) = m′c′ + n′c, σ(c) = mc′ + nc. (3)

Ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå M ìîæíî ïîäêðóòèòü íà àâòîìîðôèçì σ ∈ SL2(Z). Ìû áóäåì íàçû-
âàòü ðåçóëüòàò òâèñòîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì Mσ. Ó àëãåáðû Äèíãà-Éîõàðà èìååòñÿ áàçèñíîå
ïðåäñòàâëåíèå Fu íàçûâàåìîå ôîêîâñêèì. Èìååòñÿ çàäà÷à ÿâíîãî îïèñàíèÿ äåéñòâèÿ ãåíåðàòî-
ðîâ Øåâàëëå En, Fn è Hn íà Fσu .
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Â íàøåé ðàáîòå ìû äà¼ì òðè ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ò.å. äà¼ì òðè ðàçíûå êîíñòðóê-
öèè: ôåðìèîííóþ, áîçîííóþ è ñêðó÷åííóþ-áîçîííóþ.

Îêàçûâàåòñÿ, òâèñòîâàííîå ôîêîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå íå çàâèñèò îò m è m′ (èç ôîðìóëû (2)).

Ïîýòîìó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ïðåäñòàâëåíèå F (n′,n)
u . Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü âñå ôîðìóëû â

îáùåì âèäå, îãðàíè÷èâøèñü ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.1. Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð n = 2, n′ = 1. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû çàäàþò äåé-

ñòâèå E(z) =
∑

nEnz
−n (ñîîòâåòñòâóþùèå òð¼ì êîíñòðóêöèÿì):

E(z) = u
1
2 q−

1
4

(
z2ψ(0)(q

−1/2z)ψ∗(1)(q
1/2z) + zψ(1)(q

−1/2z)ψ∗(0)(q
1/2z)

)
, (4)

E(z) =u
1
2 q−

1
4

(
z2 : exp

(
φ1(q1/2z)− φ0(q−1/2z)

)
: +z : exp

(
φ0(q1/2z)− φ1(q−1/2z)

)
:
)

(−1)a0[0], (5)

E(z) =
z

1
2u

1
2

2(1− q
1
2 )

: exp

∑
k 6=0

q−k/4 − qk/4

k
akz
−k/2

 : − : exp

∑
k 6=0

(−1)k
q−k/4 − qk/4

k
akz
−k/2

 :

 .

(6)

Çäåñü ψ(0)(z), ψ
∗
(0)(z) è ψ(1)(z), ψ

∗
(1)(z) � àíòèêîììóòèðóþùèå ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ

ôåðìèîíîâ {ψa[i], ψ∗b [j]} = δa,bδi+j,0, φb(z) =
∑

j 6=0 ab[j]z
−j/j + Q + ab[0] log z ýòî êîììóòèðóþ-

ùèå áîçîíû, è ab[j] îáðàçóþùèå àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà ñ ñîîòíîøåíèåì [ab[j], ab′ [j
′]] = jδj+j′,0δb,b′.

Îáðàçóþùèå ak â (6) óäîâëåòâîðÿþò [ak, ak′ ] = kδk+k′,0.

Â îáùåì ñëó÷àå áîçîííàÿ è ôåðìèîííàÿ êîíñòðóêöèè âûðàæàþò E(z) ÷åðåç n áîçîíîâ èëè
ôåðìèîíîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � Ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò àôôèííàÿ gln, êîòîðàÿ òîæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòè
áîçîíû èëè ôåðìèîíû (ðå÷ü èä¼ò î êîíñòðóêöèè Ôåðíêåëÿ-Êàöà ïðåäñòàâëåíèÿ íà óðîâíå 1).
Íàëè÷èå äâóõ ýòèõ äåéñòâèé íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå � íå ñëó÷àéíîå ñîâïàäåíèå (ñìîòðè ðàçäåë
1.2).

Òâèñòîâàííûå W -àëãåáðû. Â àëãåáðå Äèíãà-Éîõàðà èìååòñÿ äâóñòîðîííèé èäåàë, äåéñòâó-
þùèé íóë¼ì íà ñêðó÷åííîì ôîêîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Â íàøåé ðàáîòå ìû äà¼ì ÿâíîå îïèñà-
íèå ýòî ôàêòîðà, êàê òâèñòîâàííîé W -àëãåáðû. À èìåííî, ýòî àëãåáðà ïîðîæä¼ííàÿ Tk[r], ãäå
k = 1, . . . n− 1, r ∈ n′k/n+ Z. Cîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

∞∑
l=0

fk,n[l]
(
T1[r−l]Tk[s+l]− Tk[s−l]T1[r+l]

)
= −(q

1
2−q−

1
2 )2(kr − s)Tk+1[r+s], (7)

∞∑
l=0

fn−k,n[l]
(
Tn−1[r−l]Tk[s+l]− Tk[s−l]Tn−1[r+l]

)
= −(q

1
2−q−

1
2 )2
(
(n−k)r − s

)
Tk−1[r+s], (8)

ãäå fk,n[l] îïðåäåëåíû ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

∞∑
l=0

fk,n[l]xl = fk,n(x) =
(1− qx)

n−k
n (1− q−1x)

n−k
n

(1− x)
2(n−k)
n

. (9)

Òàêæå ìû îáíàðóæèëè, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü, ÷òîáû n′ è n áûëè âçàèìíî ïðîñòû-
ìè; íàøè ñîîòíîøåíèÿ âñ¼ ðàâíî çàäàþò íåêîòîðóþ èíòåðåñíóþ àëãåáðó. Ïóñòü d � íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü n è n′. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêðó÷åííàÿ àëãåáðà äåéñòâóåò íà ïðîèçâåäåíèè
d òâèñòîâàííûõ ôîêîâ Fn

′/d,n/d
ui . Äëÿ n′ = 0 ìû ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ W -àëãåáðó, ââåä¼ííóþ â

êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [FF95].
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Îãðàíè÷åíèå íà ïîäðåø¼òêè Äëÿ âñÿêîé ïîäðåø¼òêå ïîëíîãî ðàíãà Λ ∈ Z2 èíäåêñà n ó íàñ
åñòü ïîäàëãåáðà DiffΛ

q1/n
⊂ Diffq1/n ïîðîæä¼ííàÿ Ea,b ïðè (a, b) ∈ Λ è öåíòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè

c, c′. Àëãåáðà DiffΛ
q1/n

èçîìîðôíà àëãåáðå Diffq, èçîìîðôèçì çàâèñèò îò âûáîðà ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîãî áàçèñà v1, v2 â Λ. Îáîçíà÷èì ýòîò èçîìîðôèçì φv1,v2 .

Åñëè áàçèñ v1, v2 âûáðàí ñëåäóþùèì îáðàçîì v1 = (N, 0), v2 = (R, d), òî îãðàíè÷åíèÿ ôîêîâ-
ñêîãî ìîäóëÿ Fu íà φv1,v2(Diffq) èçîìîðôíî ñëåäóþùåé ñóììå ïðîèçâåäåíèé ôîêîâñêèõ ìîäóëåé

Fu1/N |φv1,v2 (Diffq)
∼=
⊕
l∈Q(d)

Fuqrl0 ⊗ · · · ⊗ Fuqr(αn+lα) ⊗ · · · ⊗ F
uq
r( d−1

d
+ld−1) (10)

ãäå r = gcd(N,R).
Äëÿ r = 1 ýòî ðàçëîæåíèå äà¼ò êîíñòðóêöèè òâèñòîâàííîãî ôîêîâñêîãî ìîäóëÿ, îïèñàííûå

âûøå. Äëÿ ïîäðåø¼òêè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðà v1 = (1, 0) è v2 = (0, d) ýòî ðàçëîæåíèå äà¼ò â
êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ñîîòíîøåíèå íà êîíôîðìíûå áëîêè.

Ñîîòíîøåíèÿ íà êîíôîðìíûå áëîêè. Ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå íà q-äåôîðìèðîâàííûå êîí-
ôîðìíûå áëîêè äëÿ W -àëãåáð áûëî âûñêàçàíî â êà÷åñòâå ãèïîòåçû [BGM] â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì
q-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå è áîëåå îáùèõ äåàâòîíîìèçàöèé êëàñòåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì

z
∑ i2

n2

∏
i 6=j

1

(q1+ i−j
n ; q, q)∞

(q
1
n z

1
n ; q

1
n , q

1
n ) =

∑
(l1,...,ln)∈Qn−1

Z(ql1 , q
1
n

+l2 , . . . , q
n−1
n

+ln ; z), (11)

ãäå Z � ñòàòñóììà Íåêðàñîâà. Ìû ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

Z(u1, . . . , un; z) = z

∑
(log ui)

2

2(log q)2
∏
i 6=j

1

(quiu
−1
j ; q, q)∞

〈Wu(1),Wu(z)〉 (12)

ãäå Wu(z) ∈ Fu1 ⊗ · · · ⊗ Fun � âåêòîð Óèòòåêåðà äëÿ àëãåáðû Äèíãà-Éîõàðà.

Ìû äîêàçàëè (11) èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (10). Ìû ðàññìîòðèì âåêòîð Óèòòåêåðà W (z|1) äëÿ
àëãåáðû Diffq1/n . Åãî øàïîâàëîñêîå ñïàðèðâàíèå äàñò ëåâóþ ÷àñòü (11). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû
ïîêàçàëè, ÷òî åãî ïðîåêöèè íà ñëàãàåìûå Fql0 ⊗ · · · ⊗ Fq n−1

n +ln−1
ÿâëÿþòñÿ Óèòòåêåðîâñêèìè

âåêòîðàìè äëÿ àëãåáðû Diffq. Òàêèì îáðàçîì, òî æå øàïîâàëîñêîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû (11).

1.2 Êîíñòðóêöèÿ òâèñòîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè q 6= t

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿ äîïèñûâàþ ñòàòüþ, â êîòîðîé ñòðîèòñÿ ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ òâèñòîâàí-
íîãî ôîêîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè q 6= t è n = 2.

×òîáû îáîáùèòü 4 íà îáùèé ñëó÷àé, ìû çàìåíèëè ôåðìèîíû ψ(a)(z) è ψ
∗
(b)(z) íà âåðòåêñíûå

îïåðàòîðû Φa(z) è Ψ∗b(z) äëÿ àëãåáðû Uv(ĝl2), ãäå v =
√
q/t. Òî åñòü ôîðìóëà äëÿ E(z) äîëæíà

èìåòü âèä

Etw(z) = u1/2
(
zΨ∗−(qq1z)Φ+(z) + Ψ∗+(qq1z)Φ−(z)

)
. (13)

Âåðòåêñíûå îïåðàòîðû äëÿ Uv(ĝl2) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû V [z, z−1]⊗F →
F , ãäå V [z, z−1] � evaluation ïðåäñòàâëåíèå, à F � ôîêîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå (ïîäðîáíîñòè â ñëó÷àå
ŝl2 â [JM]).
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2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

Â ýòîì ãîäó ÿ îïóáëèêîâàë íà àðõèâå ðàáîòó
M. Bershtein, R. Gonin"Twisted Representations of Algebra of q-Di�erence Operators, Twisted q-W

Algebras and Conformal Blocks" [arXiv:1906.00600]
Ìû ïîñëàëè ñòàòüþ â æóðíàë, æä¼ì îòâåòà ðåöåíçåíòà.

3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëà

• Ñòóäåí÷åñêàÿ âåñåííÿÿ øêîëà ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, Äóáíà, 30 àïðåëÿ � 8 ìàÿ, 2019.
Äîêëàä "Àôôèííûé ãðàññìàíèàí è ìíîãîîáðàçèÿ Íàêàäæèìû". ññûëêà

• Cluster algebras, Êèîòî, èþíü 2019. Ó÷àñòèå ñ ïîñòåðîì "Twisted Fock modules and conformal
blocks". ññûëêà

4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

Â ýòîì ãîäó ÿ ðàáîòàë ñòàæ¼ðîì-èññëåäîâàòåëåì â Ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

5 Ïðåïîäàâàòåëüñêèé îïûò

Â âåñåííåì ñåìåñòðå 2019 ãîäà ÿ ñîâìåñòíî ñ Ì. Áåðøòåéíîì è È. Ìàøàíîâîé îðãàíèçîâûâàë ñå-
ìèíàð "Êàòåãîðèÿ O è áèìîäóëè Ç¼ðãåëÿ". À â ýòîì ñåìåñòðå ìû äåëàåì ñåìèíàð "Ìíîãî÷ëåíû
Ìàêäîíàëüäà è äâîéíàÿ àôôèííàÿ àëãåáðà Ãåêêå". Íàø ñåìèíàð ïîñòðîåí íà äîêëàäàõ ó÷àñòíè-
êîâ. Îðãàíèçàòîðû ïðåäâàðèòåëüíî îáñóæäàþò ïëàíû äîêëàäîâ, ñîñòàâëåííûå ó÷àñòíèêàìè.

Ëåòîì ýòîãî ãîäà ÿ äåëàë ïðîåêò ñî øêîëüíèêàìè â ðàìêàõ âûåçäíîé øêîëû. Ìû èñêàëè êðè-
òè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó â äâóìåðíîé ìîäåëå Èçèíãà ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
íà ÿçûêå Python.
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