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Ãàáäóëëèíà Ìèõàèëà Ðàøèäîâè÷à

0.1 Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2020 ãîäó

Ìíîãèå èíòðèãóþùèå çàäà÷è òåîðèè ÷èñåë âîçíèêàþò ïðè îäíîâðåìåí-
íîì ðàññìîòðåíèè àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñòðóêòóð öåëûõ ÷è-
ñåë (êîëåö âû÷åòîâ, ïîëåé): ê íèì ìîæíî îòíåñòè ïðîáëåìó ïðîñòûõ
÷èñåë-áëèçíåöîâ, ïðîáëåìû Ãîëüäáàõà, ïðèíöèï ñóìì-ïðîèçâåäåíèé â åãî
ðàçíûõ ôîðìàõ, òåîðåìó Ãðèíà-Òàî î íàëè÷èè ñêîëü óãîäíî äëèííûõ
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé â ïðîñòûõ ÷èñëàõ, ãèïîòåçó Âèíîãðàäîâà î
íàèìåíüøåì êâàäðàòè÷íîì íåâû÷åòå, à òàêæå ìíîãèå äðóãèå íåðåøåí-
íûå ïðîáëåìû è çíàìåíèòûå òåîðåìû. Èìååòñÿ òàêæå îáùèé ïðèíöèï,
ñîãëàñíî êîòîðîìó ìíîæåñòâî, èìåþùåå áîãàòóþ àääèòèâíóþ ñòðóêòóðó
(íàïðèìåð, ñîäåðæàùåå äëèííûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè, èëè èìå-
þùåå áîëüøóþ àääèòèâíóþ ýíåðãèþ èëè ìàëóþ êîíñòàíòó óäâîåíèÿ, è
ò.ï.), äîëæíî îáëàäàòü ñëó÷àéíûìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ñâîéñòâàìè, è
íàîáîðîò � ìíîæåñòâî, èìåþùåå áîãàòóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòó-
ðó, äîëæíî îáëàäàòü ñëó÷àéíûìè àääèòèâíûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìíîæåñòâî Rm = {a2 : a ∈ Zm} êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, èìåÿ ÿðêî
âûðàæåííóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòóðó (òàê, ïðè ïðîñòîì p ìíîæå-
ñòâî Rp \ {0} � ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â Z∗p) äîëæíî áûòü ¾ñëó÷àéíî¿ ñ
àääèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ. Â 2020 ãîäó ìíîþ áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû
â äâóõ èçâåñòíûõ çàäà÷àõ, èëëþñòðèðóþùèõ ïîñëåäíèé (íåôîðìàëüíûé)
ïðèíöèï.

Ïåðâàÿ èç ýòèõ çàäà÷ ñëåäóþùàÿ: íàñêîëüêî áîëüøèì ìîæåò áûòü
ìíîæåñòâî A ⊂ Zm, åñëè èçâåñòíî, ÷òî (A − A) ∩ Rm = {0} ? Òàê êàê
A−A èìååò áîãàòóþ àääèòèâíóþ ñòðóêòóðó, òî ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âû-
øå, îíî äîëæíî èìåòü ñëó÷àéíûå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñâîéñòâà, è ïîòî-
ìó íå äîëæíî èçáåãàòü êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, åñëè òîëüêî A íå ñîâñåì
ìàëî. Òàêèì îáðàçîì, ðåçîííî îæèäàòü, ÷òî ìíîæåñòâà A ñ óêàçàííûì
ñâîéñòâîì ìàëû; èìååòñÿ ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðè áåñêâàäðàò-
íûõ m ñïðàâåäëèâà îöåíêà |A| �ε m

ε. Êðîìå òîãî, äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîãî
m = p ≡ 1 (mod 4) çàäà÷à èìååò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ íà ÿçûêå
òåîðèè ãðàôîâ. Îïðåäåëèì ãðàô ÏýëèGp êàê ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
Zp è ìíîæåñòâîì ðåáåð Ep = {{x, y} : x − y ∈ Rp \ {0}} (ïðè óêàçàí-
íîì îãðàíè÷åíèè íà p ýòî íåîðèåíòèðîâàííûé ðåãóëÿðíûé ãðàô). Òîãäà
ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìíîæåñòâà A ⊂ Zp, ðàçíîñòü êîòîðîãî èçáåãàåò
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, ðàâåí ðàçìåðó ìàêñèìàëüíîé êëèêè â ãðàôå Gp.
Ãðàôû Ïýëè îáëàäàþò ðÿäîì ñëó÷àéíûõ ñâîéñòâ; îæèäàåòñÿ, ÷òî ìàêñè-
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ìàëüíàÿ êëèêà â íèõ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèé ðàçìåð. Òåì íå ìåíåå, äëÿ
íå¼ íåèçâåñòíî íè÷åãî ëó÷øå êîðíåâîé âåðõíåé îöåíêè; äëÿ èñõîäíîé çà-
äà÷è òàêæå áûëà èçâåñòíà îöåíêà m1/2+o(1), íî è òî ëèøü äëÿ ïî÷òè âñåõ
(â ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòè) áåñêâàäðàòíûõ ìîäóëåé. Ïîäîá-
íûé ¾êîðíåâîé áàðüåð¿ âñòðå÷àåòñÿ â ðàçíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë, è,
êàê ïðàâèëî, ïðåîäîëåòü åãî ëèáî î÷åíü ñëîæíî, ëèáî âîâñå íåâîçìîæ-
íî. Òåì íå ìåíåå, â íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Êåâèíîì Ôîðäîì íàì
óäàëîñü ïîëó÷èòü â ýòîé çàäà÷å ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå è äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ε(m) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî. Òî-
ãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ìîäóëåé m è âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Zm òàêîãî,
÷òî (A− A) ∩Rm = {0}, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|A| 6 m1/2−ε(m).

Âûáèðàÿ, ñêàæåì, ε(m) = 1√
logm

, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ

ìîäóëåé â ýòîé çàäà÷å èìååò ìåñòî îöåíêà |A| = o(m1/2).

Âòîðàÿ çàäà÷à î êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòàõ, â êîòîðîé ÿ ïîëó÷èë ðå-
çóëüòàòû, áûëà ïîñòàâëåíà Â. È. Àðíîëüäîì. Ïóñòü U = {0 6 u1 < u2 <
. . . uk < m} � k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî Zm. Îïðåäåëèì ïàðàìåòð ñòî-
õàñòè÷íîñòè S(U) ìíîæåñòâà U êàê ñóììó êâàäðàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðàññòîÿíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà U :

S(U) =
k∑

i=1

s2i ,

ãäå si ∈ R+ è si = ui+1 − ui, i = 1, . . . , k − 1, sk = u1 +m − uk. Çàôèê-
ñèðóåì k = |U |; òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî S(U) ìèíèìàëüíî, åñëè
âñå si ðàâíû (èëè ïî÷òè ðàâíû) ìåæäó ñîáîé, è S(U) ìàêñèìàëüíî, åñëè
U ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì äëèíû k. Òàêèì îáðàçîì, ñëèøêîì ìàëûå èëè
ñëèøêîì áîëüøèå çíà÷åíèÿ S(U) ñâèäåòåëüñòâóþò î íåñëó÷àéíîì ïîâå-
äåíèè ìíîæåñòâà U ; åñòåñòâåííî ñðàâíèâàòü S(U) ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì
ïàðàìåòðà ñòîõàñòè÷íîñòè, âçÿòîãî ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì Zm ðàçìåðà
k. Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç s(k) = s(k,Zm); íà íå¼ ìîæíî ñìîò-
ðåòü êàê íà ïàðàìåòð ñòîõàñòè÷íîñòè ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà ðàçìåðà k.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ðåçîííî îæèäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êâàäðàòè÷-
íûõ âû÷åòîâ Rm èìååò ñëó÷àéíûå àääèòèâíûå ñâîéñòâà, è ïîòîìó S(Rm)
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äîëæíî áûòü áëèçêî ê s(|Rm|). Ãàðàåâ, Ìàëûõèí è Êîíÿãèí ïîêàçàëè,
÷òî

S(Rp) = s(|Rp|)(1 + o(1)), p→∞, (1)

òåì ñàìûì ïîäòâåðæäàÿ ñêàçàííîå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîãî ìîäóëÿ. Â ñâîåé
ðàáîòå ÿ ðàññìîòðåë ýòó çàäà÷ó ïî ñîñòàâíûì ìîäóëÿì è ïîëó÷èë ñëåäó-
þùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî M ⊂ N ïîëîæèòåëüíîé ïëîò-
íîñòè òàêîå, ÷òî

a) S(Rm) = s(|Rm|)(1 + o(1)), m ∈M, m→∞.
á) S(Rm) < s(|Rm|) ïðè âñåõ m ∈M.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (1) äëÿ äîñòàòî÷-
íî áîëüøîãî ÷èñëà ìîäóëåé m; ïðè ýòèõ m ìíîæåñòâî Rm âåä¼ò ñåáÿ
ñëó÷àéíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàðàìåòðà ñòîõàñòè÷íîñòè, è ïðè ýòîì ìîæ-
íî äîïîëíèòåëüíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî S(Rm) ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Îäíàêî, àíàëîã (1) äëÿ âñåõ ìîäóëåé íåâåðåí:

Òåîðåìà 3 Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

lim
m→∞

S(Rm)

s(|Rm|)
< 1 < lim

m→∞

S(Rm)

s(|Rm|)
.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìååò ìåñòî àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (1)
äëÿ ïî÷òè âñåõ ìîäóëåé. Êðîìå òîãî, áûëî áû èíòåðåñíî íàéòè ïîâåäå-
íèå S(Rm) â ñðåäíåì ïî ìîäóëÿì m 6 X. ß ïëàíèðóþ ðàññìîòðåòü ýòè
çàäà÷è â áëèæàéøåì áóäóùåì.

0.2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

1. Ì. Ð. Ãàáäóëëèí, Íèæíèå îöåíêè âèíåðîâñêîé íîðìû â Zd
p, Ìàòåì.

çàìåòêè, 107:4 (2020), 515�532.

2. Ì. Ð. Ãàáäóëëèí, Î ïàðàìåòðå ñòîõàñòè÷íîñòè êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ, Äîêë. ÐÀÍ. Ìàò. èíôîðì. ïðîö. óïð., 491:1 (2020), 19�22.

3. K. Ford, M. R. Gabdullin, Sets whose di�erences avoid squares modulo
m, https://arxiv.org/abs/2007.05774.

4. M. R. Gabdullin, On the stochasticity parameter of quadratic residues,
https://arxiv.org/abs/2010.04982.
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0.3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

Ó÷àñòâîâàë â XX Ìåæäóíàðîäíîé Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå ¾Ñîâðå-
ìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, 28 ÿíâàðÿ � 1
ôåâðàëÿ 2020 ãîäà, Ñàðàòîâ (áåç äîêëàäà). Áûë îäíèì èç îðãàíèçàòî-
ðîâ Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, ïî-
ñâÿùåííîé 75-ëåòèþ Ã. È. Àðõèïîâà è Ñ. Ì. Âîðîíèíà (14-16 äåêàáðÿ
2020 ãîäà, îíëàéí ôîðìàò).

0.4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóï-

ïàõ

ßâëÿþñü ñîòðóäíèêîì îòäåëà òåîðèè ÷èñåë Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, ñîòðóäíèêîì Ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà ìèðîâîãî
óðîâíÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ¿ è ñîòðóä-
íèêîì ëàáîðàòîðèè ¾Ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ïðè
ìåõìàòå ÌÃÓ.

0.5 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ïðî÷èòàí ñïåöêóðñ �Òåîðèÿ ÷èñåë� äëÿ ìàãèñòðîâ ÌÔÒÈ íà áàçå Ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ; ñì. http://www.mathnet.ru/php/
conference.phtml?option_lang=rus&eventID=31&con�d=1840 .
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