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Ãàáäóëëèíà Ìèõàèëà Ðàøèäîâè÷à

0.1 Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2021 ãîäó

Â 2021 ãîäó ìíîþ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷àõ, äâå
èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íà ñòûêå ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ÷èñåë,
à òðåòüÿ ñâÿçàíà ñ èçó÷åíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
èìåþùèõ ñïåöèàëüíóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòóðó.

Ïåðâàÿ çàäà÷à êàñàåòñÿ âîïðîñà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ íåöåëûìè ãàðìîíèêàìè. Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäó-
þùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò: â 1916 ãîäó ×îíäè è Äæîëëèôô [CJ]
ïîêàçàëè, ÷òî ðÿä

∑∞
k=1 ck sin kx ñ íåîòðèöàòåëüíûìè è ìîíîòîííûìè

êîýôôèöèåíòàìè {ck} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, π] â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ckk → 0, k →∞. Ïîçäíåå ìíîãèå àâòîðû îñëàáëÿëè óñëî-
âèå ìîíîòîííîñòè, òåì ñàìûì îáîáùàÿ ýòó òåîðåìó íà áîëåå øèðîêèå
êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ck}: ñì., íàïðèìåð, [Lei], [Ste], [Tik]. Äëÿ
ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì ðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå ìîíîòîííûõ (è
íåîòðèöàòåëüíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ. Â ñâîåé íåäàâ-
íåé ðàáîòå [Og] Îãàíåñÿí ðàññìàòðèâàëà áîëåå îáùèå ðÿäû âèäà

∞∑
k=1

ck sin kαx, α > 0, (1)

è ïîêàçàëà ñëåäóþùåå: âî-ïåðâûõ, ïðè íå÷¼òíûõ α ∈ N ðàâíîìåðíàÿ ñõî-
äèìîñòü ðÿäà (1) íà [0, π] (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà âñåé âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé R) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ckk → 0, k →∞; âî-âòîðûõ, ïðè ÷¼òíûõ
α ∈ N ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà R ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

∑∞
k=1 ck <∞;

â-òðåòüèõ, ïðè α ∈ (0, 2) ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà íà ëþáîì
îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå ïðÿìîé ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ckk → 0,
k →∞. Ìíå óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû, äîïîëíÿþùèå è îáîá-
ùàþùèå ðåçóëüòàòû Îãàíåñÿí.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü α > 0 � íåöåëîå è {ck}∞k=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íåîòðèöàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå ïðÿìîé â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ckk → 0, k →∞.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü α > 0 � ðàöèîíàëüíîå íåöåëîå è {ck}∞k=1 � íåóáûâà-
þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ðÿä (1) ñõîäèò-
ñÿ ðàâíîìåðíî íà R â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

∑∞
k=1 ck <∞.
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Âòîðàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ÿ ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû â óõîäÿùåì ãîäó,
ñâÿçàíà ñ èçó÷åíèåì ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëè-
íîìîâ, ñïåêòð êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå òî÷íûõ êâàäðàòîâ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ Λp-ìíîæåñòâîì (ïðè p > 2),
åñëè íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà C(A) > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ êîìïëåêñíûõ
êîýôôèöèåíòàõ {an} ñïðàâåäëèâî∥∥∥∥∥∑

n∈A

ane(nx)

∥∥∥∥∥
p

6 C(A)

(∑
n∈A

|an|2
)1/2

(çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå e(u) = e2πiu, à äëÿ ôóíêöèè f ,

îïðåäåë¼ííîé íà îêðóæíîñòè T = R/Z, ÷åðåç ‖f‖p =
(∫

T |f(u)|pdu
)1/p

îáîçíà÷åíà å¼ Lp-íîðìà). Äðóãèìè ñëîâàìè, A ⊆ N � Λp-ìíîæåñòâî, åñ-
ëè ëþáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñî ñïåêòðîì â A èìååò Lp-íîðìó,
ïî ïîðÿäêó ðàâíóþ L2-íîðìå (òî åñòü, ýêñòðåìàëüíî ìàëóþ). Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷íûõ êâàäðàòîâ {n2 : n ∈ N} íå ÿâëÿåò-
ñÿ Λ4-ìíîæåñòâîì (à ñòàëî áûòü, è Λp-ìíîæåñòâîì ïðè p > 4, â ñèëó
íåóáûâàíèÿ Lp-íîðì ïî p), òàê êàê∥∥∥∥∥

N∑
n=1

e(n2x)

∥∥∥∥∥
4

� N 1/2(logN)1/4.

Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå çàäà÷è.
Ïðåæäå âñåãî, èìååòñÿ çíàìåíèòûé (è äî ñèõ ïîð îòêðûòûé) âîïðîñ
Ðóäèíà: ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî òî÷íûõ êâàäðàòîâ Λp-ìíîæåñòâîì ïðè
p ∈ (2, 4) ? Êðîìå òîãî, â 1992 ãîäó èñïàíñêèå ìàòåìàòèêè Êîðäîáà è
Ñèëëåðóåëî [CC] âûäâèíóëè ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó. Ïóñòü γ ∈ (0, 1) è f
� òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, ñïåêòð êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæå-
ñòâå {n2 : N 6 n 6 N + Nγ} (ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî � âî ìíîæåñòâå
êâàäðàòîâ íà ¾êîðîòêîì ïðîìåæóòêå¿); òîãäà

‖f‖4 6 C(γ)‖f‖2

äëÿ íåêîòîðîãî C(γ) > 0, íå çàâèñÿùåé îò f è N . Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî
äîêàçàòü ïðè γ ∈ (0, 1/2], îäíàêî íà ïðîòÿæåíèè ïî÷òè 30 ëåò çàäà÷à
îñòàâàëàñü íåðåøåííîé äëÿ ëþáîãî γ > 1/2. Ìíå óäàëîñü ïîëó÷èòü â
ýòîé çàäà÷å ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå.

Òåîðåìà 3 Ãèïîòåçà Ñèëëåðóåëî è Êîðäîáû âåðíà äëÿ âñåõ γ <
√
5−1
2 =

0.618...
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ß íàäåþñü äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó äëÿ ëþáîãî γ ∈ (0, 1).

Òðåòüÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ÿ õî÷ó óïîìÿíóòü â ñâî¼ì îò÷¼òå � ýòî çàäà-
÷à î êîëè÷åñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñî ñïåöèàëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ñòðóêòóðîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé
èçó÷àëèñü èçâåñòíûìè ìàòåìàòèêàìè: òàê, Ýðä¼ø è Ìèðñêèé [EM] â 1951
ãîäó ïîêàçàëè, ÷òî

#{τ(n) : n 6 x} = exp

((
2π
√

2√
3

+ o(1)

)
(log x)1/2

log log x

)
(çäåñü τ(n) =

∑
d|n 1 � êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n),

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà ϕ(n) = #{k 6 n :
(k, n) = 1} áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ýðä¼øà, Ýðä¼øà è Õîëëà, Ïîìå-
ðàíñà, è, íàêîíåö, Ìàéåðà è Ïîìåðàíñà [MP], êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî

#{ϕ(n) : n 6 x} =
x

log x
exp((C + o(1))(log log log x)2)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0; òî÷íûé ïîðÿäîê ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕ(n) : n ∈ N} íàø¼ë Ôîðä [F]. Â íàøåé ñîâìåñò-
íîé ðàáîòå ñ Â.Â. Þäåëåâè÷åì ìû ðàññìàòðèâàåì áëèçêèå çàäà÷è. Äëÿ
ôóíêöèè f : N→ N îïðåäåëèì âåëè÷èíó

N×f (x) = {n 6 x : n = kf(k) äëÿ íåêîòîðîãî k}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(n) êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ òð¼õ óïîìÿíóòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé âåëèêè: äëÿ ïî÷òè âñåõ n 6 x ìû èìååì ω(n) � log log x, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, τ(n) > 2ω(n) òàêæå áîëüøîå; íàêîíåö, ϕ(n) � n/ log log n.
Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòèõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷è-
íû |N×f (x)| ñóòü o(x). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêîâû èõ ïîðÿä-
êè ðîñòà? Íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü îòâåòû äëÿ âñåõ óïîìÿíóòûõ ñëó÷àåâ.

Òåîðåìà 4 Èìååì

1) |N×τ (x)| � x

(log x)1/2
;

2) |N×ω (x)| � x

log log x
;

3) |N×ϕ (x)| = (c0 + o(1))x1/2,

ãäå c0 = 1.365... .
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0.2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

1. K. Ford, M. R. Gabdullin, Sets whose di�erences avoid squares modulo
m, Proc. Amer. Math. Soc., 149 (2021), 3669�3682.

2. M. R. Gabdullin, Trigonometric series with noninteger harmonics,
J. Math. Anal. Appl. (to appear), https://arxiv.org/abs/2102.05698.

3. M. R. Gabdullin, V. V. Iudelevich, Numbers of the form kf(k),
to apper on ArXiv

0.3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. Øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Äèñêðåòèçàöèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû�, Ìîñêâà,
9�13 ìàðòà 2021.

2. Îíëàéí-êîíôåðåíöèÿ �Combinatorial and additive number theory�
(New York Number Theory Seminar), 24�28 ìàÿ 2021.

3. Øêîëà-êîíôåðåíöèÿ Ñ.Á. Ñòå÷êèíà ïî òåîðèè ôóíêöèé, Ðåñïóáëè-
êà Àëòàé (×åìàëüñêèé ðàéîí), 9�19 àâãóñòà 2021.

4. Êîíôåðåíöèÿ �Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé è ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííàÿ
100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Á. Ñòå÷êèíà, Ìîñêâà, 5�11 ñåíòÿáðÿ
2021.

0.4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóï-

ïàõ

ßâëÿþñü ñîòðóäíèêîì îòäåëà òåîðèè ÷èñåë Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, ñîòðóäíèêîì Ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà ìèðîâîãî
óðîâíÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ¿ è ñîòðóä-
íèêîì ëàáîðàòîðèè ¾Ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ïðè
ìåõìàòå ÌÃÓ.

0.5 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Îòñóòñòâóåò.
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