
Îò÷¼ò ïî êîíêóðñó ¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿ çà 2022 ãîä
Ãàáäóëëèíà Ìèõàèëà Ðàøèäîâè÷à

0.1 Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2022 ãîäó

Â óõîäÿùåì ãîäó ìíîþ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷àõ
òåîðèè ÷èñåë, êàñàþùèõñÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè äåëèòåëåé, ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë è ÷èñåë âèäà k+ f(k), ãäå f � íåîòðèöàòåëüíàÿ àðèôìå-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

1. Ïðîáëåìà äåëèòåëåé Êàðàöóáû. Â 2004 ãîäó Êàðàöóáà íà ñå-
ìèíàðå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë è ïðèëîæåíèÿ¿ ïîñòàâèë ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó: íàéòè àñèìïòîòèêó ñóììû

Φ(x) =
∑
p⩽x

1

τ(p− 1)

ïðè x → ∞, ãäå τ(n) =
∑

d|n 1 � ôóíêöèÿ äåëèòåëåé, à ñóììèðîâàíèå âå-
ä¼òñÿ ïî ïðîñòûì ÷èñëàì, íå ïðåâîñõîäÿùèì x. Äàííûé âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì ¾ãèáðèäîì¿ ñëåäóþùèõ äâóõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè
÷èñåë. Ïåðâàÿ èç íèõ (ïðîáëåìà äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà) çàêëþ÷àåòñÿ â
èçó÷åíèè ñóììû

D(x) =
∑
p⩽x

τ(p− 1).

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [1], [13], [15], [19]), ÷òî

D(x) ∼ ζ(2)ζ(3)

ζ(6)
x, x → ∞,

ãäå ζ(s) îáîçíà÷àåò äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà. Âòîðàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè ñóììû

T (x) =
∑
n⩽x

1

τ(n)

è áûëà ðåøåíà Ðàìàíóäæàíîì â [18]: îí ïîêàçàë, ÷òî

T (x) =
c0x√
log x

(
1 +O

(
1√
log x

))
,

ãäå c0 = 0.5486 . . . Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Êîíÿãèíûì è Þäåëåâè÷åì [11]
ìû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ðåøåòà ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå îöåíêè.
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Òåîðåìà 1 Èìååò ìåñòî îöåíêà

Φ(x) ≍ x

(log x)3/2
.

Òåîðåìà 2 Èìååò ìåñòî îöåíêà∑
n⩽x

1

τ(n2 + 1)
≍ x

(log x)1/2
.

Òåîðåìà 1 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äà¼ò îòâåò íà çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ
Êàðàöóáîé. Òåîðåìà 2, âåðîÿòíî, ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîèç-
âîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, è ìû ïëàíèðóåì ðàññìîòðåòü ýòîò
âîïðîñ â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ðàáîò.

2. ×èñëà, óäàë¼ííûå îò ïðîñòûõ.
Â 2015 ãîäó Êîíÿãèí, Ôîðä è Õèç-Áðàóí [5] ââåëè ïîíÿòèå ¾óäàë¼ííî-

ñòè¿ îò ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) ðàñ-
ñòîÿíèå îò n äî áëèæàéøåãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Àâòîðû íàçâàëè n ÷èñëîì,
¾èçáåãàþùèì ïðîñòûõ ñ êîíñòàíòîé c¿, åñëè

F (n) ⩾ c
log n log log n log log log log n

(log log log n)2
,

è äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîì k ñóùåñòâóþò c = c(k) > 0
è áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷íûõ k-õ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ óäàë¼ííûìè îò ïðîñòûõ ñ êîíñòàíòîé c. Ìàéåð è Ðàññèàñ [16]
îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé òî÷íûõ k-õ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë
è ïðè ýòîì óëó÷øèëè íèæíþþ îöåíêó íà èõ ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà
ïðîñòûõ; ñì. òàêæå èõ íåäàâíþþ ðàáîòó [17].

Â 2022 ãîäó ÿ ïîëó÷èë ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåì àääèòèâíîé ïðîáëåìå,
ñâÿçàííîé ñ ôóíêöèåé F (n). Ìîæåì ëè ìû ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå áîëüøîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷èñåë n1 è n2 ñ áîëü-
øèìè çíà÷åíèÿìè F (n1) è F (n2)? Îòìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ òåõíèêà,
ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ÷èñëà ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì F (n) (òî åñòü, íàõî-
äèòü áîëüøèå ïðîìåæóòêè ìåæäó ïðîñòûìè ÷èñëàìè), â äàííîé çàäà÷å
íå ðàáîòàåò (ñì. [9] äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî êîììåíòàðèÿ), è ïîýòîìó çäåñü
íóæåí íîâûé ïîäõîä.

Ïðåæäå âñåãî, ÷òî íåêîòîðûå íåñëîæíûå âåðîÿòíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ
ïîçâîëÿþò ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íóæíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ óñëîâèÿìè
F (ni) ≫ logN , i = 1, 2. Ýòà îöåíêà âûãëÿäèò åñòåñòâåííîé, òàê êàê
èç àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî
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ñðåäíåå çíà÷åíèå F (n) (âçÿòîå ïî ÷èñëàì n ⩽ N) èìååò ïîðÿäîê ïî êðàé-
íåé ìåðå logN . Ìîåé öåëüþ áûëî óñèëèòü ýòó îöåíêó, çàìåíèâ logN íà
áîëåå áûñòðî ðàñòóþùóþ ôóíêöèþ. Äëÿ ρ ∈ (0, 1), îïðåäåëèì âåëè÷èíó

C(ρ) = sup

{
δ ∈ (0, 1/2) :

6 · 102δ

log(1/(2δ))
< ρ

}
.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 3 ([9]) Êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû N = n1 + n2, ãäå

F (ni) ⩾ (logN)(log logN)C(1/2)−o(1),

ïðè i = 1, 2.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ N èìååòñÿ ïî êðàé-
íåé ìåðå exp((logN)1−o(1)) òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Êðîìå òîãî, C(1/2) >
1/325565.

Òåîðåìà 3 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Íàïîìíèì, ÷òî ìíî-
æåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïîðÿäêà k, åñëè êàæäîå äîñòàòî÷íî
áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû k ýëåìåí-
òîâ èç A. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî{

n ⩾ 3 : F (n) ⩾ (log n)(log log n)δ
}

(ìíîæåñòâî ÷èñåë, ¾óäàë¼ííûõ îò ïðîñòûõ¿). Òåîðåìà 3 ãîâîðèò, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïîðÿäêà 2 ïðè ëþáîì δ < C(1/2).

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 ÿ èñïîëüçîâàë ìåòîä èç íåäàâíåé ðàáî-
òû [6] Êîíÿãèíà, Ìýéíàðäà, Ïîìåðàíñà, Òàî è Ôîðäà, â êîòîðîé àâòîðû
èñïîëüçîâàëè òàê íàçûâàåìóþ ¾ëåììó î ïîêðûòèÿõ ãèïåðãðàôà¿ äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê íà ïðîìåæóòêè ìåæäó ýëåìåíòàìè îáùèõ ïðî-
ñåÿííûõ ìíîæåñòâ.

3. ×èñëà âèäà k + f(k). Äëÿ ôóíêöèè f : N → N ïîëîæèì

N+
f (x) = #{n ⩽ x : n = k + f(k) äëÿ íåêîòîðîãî k}.

Íàñ èíòåðåñóþò îöåíêè âåëè÷èíû N+
f (x) äëÿ ñëó÷àåâ f ∈ {ω, τ, φ}, ãäå

τ(n) � êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n, ω(n) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äå-
ëèòåëåé ÷èñëà n, è φ(n) = #{k ⩽ n : (k, n) = 1} � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðåäñêàçûâàþò, ÷òî ïðè áîëüøèõ x äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

N+
τ (x) ≈ 0.67x,

N+
ω (x) ≈ 0.73x,

N+
φ (x) ≈ 0.37x.

Ïîìåðàíñ, Øàðêîçè è Ýðä¼ø [3] ïîêàçàëè (ñðåäè ïðî÷åãî), ÷òî

N+
ω (x) ≫ x;

èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
k+ω(k) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ íèæíþþ (àñèìïòîòè÷åñêóþ) ïëîòíîñòü. Â
íåäàâíåé ðàáîòå Êó÷åðÿâîãî [14] ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî
÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â òàêîì âèäå:

x−N+
ω (x) ≫

x

log log x
.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ëóêà è Þäåëåâè÷åì ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå
îöåíêè íà ôóíêöèè N+

τ (x) è N+
φ (x).

Òåîðåìà 4 Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâû îöåíêè

x ≪ N+
τ (x) ⩽ 0.94x.

Òåîðåìà 5 Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâû îöåíêè

x log log x

log x
≪ N+

φ (x) ⩽ 0.93x.

Ìû íàäååìñÿ óëó÷øèòü íèæíþþ îöåíêó â òåîðåìå 5 äî ãèïîòåòè÷åñêè
ïðàâèëüíîé ïî ïîðÿäêó.

0.2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

1. M. R. Gabdullin, Trigonometric series with noninteger harmonics,
J. Math. Anal. Appl. 508:1 (2022), 125792, 11 pp.

2. M. R. Gabdullin, V. V. Iudelevich, F. Luca, Numbers of the form kf(k),
to appear in Int. J. Number Theory.
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3. M. R. Gabdullin, The stochasticity parameter of quadratic residues, to
appear in Int. Mat. Res. Not. IMRN

4. M. R. Gabdullin, Prime avoiding numbers is a basis of order 2,
https://arxiv.org/abs/2209.03058

5. M. R. Gabdullin, V.V. Iudelevich, S.V. Konyagin, to appear on Arxiv.

0.3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. XXI Ìåæäóíàðîäíàÿ Êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 85-ëåòèþ Êàðà-
öóáû, Òóëà, 17�21 ìàÿ 2022.

2. Îíëàéí-êîíôåðåíöèÿ �Combinatorial and additive number theory�
(New York Number Theory Seminar), 23�27 ìàÿ 2022.

3. Number Theory Conference, Äåáðåöåí, Âåíãðèÿ, 4�8 èþëÿ 2022

4. Øêîëà-êîíôåðåíöèÿ Ñ.Á. Ñòå÷êèíà ïî òåîðèè ôóíêöèé, ã. Êû-
øòûì, 1�10 àâãóñòà 2022 (îíëàéí-äîêëàä).

5. Âòîðàÿ Âñåðîññèéñêàÿ Êîíôåðåíöèÿ Ìàòåìàòè÷åñêèõ Öåíòðîâ, Ìîñêâà,
7�11 íîÿáðÿ 2022.

0.4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóï-

ïàõ

ßâëÿþñü ñîòðóäíèêîì îòäåëà òåîðèè ÷èñåë Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, ñîòðóäíèêîì Ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà ìèðîâîãî
óðîâíÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ¿ è ñîòðóä-
íèêîì ëàáîðàòîðèè ¾Ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ïðè
ìåõìàòå ÌÃÓ.

0.5 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

ßâëÿþñü îäíèì èç îðãàíèçàòîðîâ åæåãîäíîé Îëèìïèàäû ïî Ìàòåìàòè-
÷åñêîìó àíàëèçó, ïðîâîäèìîé ñ 2015 ãîäà â Óðàëüñêîì Ôåäåðàëüíîì Óíè-
âåðñèòåòå.
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0.6 Èòîãè çà òðè ãîäà

Â 2020 ãîäó áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè ìíî-
æåñòâà

Rm = {a2 : a ∈ Z/mZ}
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ôîðäîì [4]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ìîäóëåé m ðàçìåð ëþáîãî ïîäìíî-
æåñòâà Z/mZ, ðàçíîñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ, åñòü o(m1/2); òåì ñàìûì â ýòîé çàäà÷å óäàëîñü ïðåîäîëåòü ¾êîð-
íåâîé áàðüåð¿ è âïåðâûå ïîëó÷èòü ñòîëü ñèëüíûå îöåíêè äëÿ áîëüøèí-
ñòâà m. Â ðàáîòå [8] èññëåäîâàëàñü çàäà÷à, ïðåäëîæåííàÿ Àðíîëüäîì:
ïîëó÷åíèå îöåíîê íà ïàðàìåòð ñòîõàñòè÷íîñòè (âòîðîé ìîìåíò ðàññòîÿ-
íèé ìåæäó ýëåìåíòàìè) ìíîæåñòâà Rm. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ìíî-
æåñòâà ìîäóëåé m ïîëîæèòåëüíîé íèæíåé ïëîòíîñòè äàííàÿ âåëè÷èíà
àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñîîòâåòñòâóþùåìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïà-
ðàìåòðà, âçÿòîìó ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì Z/mZ ðàçìåðà |Rm|. Òàêæå
áûëè íàéäåíû ïðèìåðû ¾íåðåãóëÿðíûõ¿ ìîäóëåé, äëÿ êîòîðûõ óêàçàí-
íîå ñîîòíîøåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Â 2021 ãîäó èçó÷àëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è, íàõîäÿùèåñÿ íà ñòûêè òåî-
ðèè ÷èñåë è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïåðâàÿ èç íèõ ïîñâÿùåíà âîïðîñó
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ âèäà

∞∑
k=1

ck sin k
αx, (1)

ãäå α > 0 è {ck}∞k=1 � íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë (íà ñàìîì äåëå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ áîëåå øè-
ðîêîãî êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íî äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ
îïèñàíèåì ýòîãî âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ). Áûëî ïîêàçàíî [7], ÷òî â
ñëó÷àå íåöåëîãî α ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì
ïîäìíîæåñòâå ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ckk → 0, k → ∞.
Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå íåöåëîãî ðàöèîíàëüíîãî α áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàâ-
íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà íà âñåé ïðÿìîé ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî∑∞

k=1 ck < ∞ (òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ñèòóàöèè òðèâèàëüíîå äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì). Ýòè
ðåçóëüòàòû îáîáùàþò è äîïîëíÿþò ìíîãèå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû, êà-
ñàþùèåñÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (1). Âòîðàÿ çàäà÷à êàñàåòñÿ ãèïîòåçû,
âûäâèíóòîé Ñèëëåðóåëî è Êîðäîáîé â 1992 ãîäó [2]: äëÿ ëþáîãî γ ∈ (0, 1)
ñóùåñòâóåò C(γ) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ {ck}Nk=1
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ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫ 1

0

∣∣∣∣∣ ∑
N⩽k⩽N+Nγ

cke
2πik2x

∣∣∣∣∣
4

dx

1/4

⩽ C(γ)

( ∑
N⩽k⩽N+Nγ

|ck|2
)1/2

.

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïî-
ëèíîìû ñî ñïåêòðîì âî ìíîæåñòâå êâàäðàòîâ íà ¾êîðîòêîì¿ ïðîìåæóòêå
èìåþò ýêñòðåìàëüíî ìàëóþ L4-íîðìó (ïî ïîðÿäêó ðàâíóþ èõ L2-íîðìå).
Äàííîå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü ïðè γ ∈ (0, 1/2), îäíàêî îíî íå
áûëî äîêàçàíî íè äëÿ êàêîãî çíà÷åíèÿ γ > 1/2. Ìíå óäàëîñü óñòàíîâèòü

[10], ÷òî îíî èìååò ìåñòî ïðè âñåõ γ <
√
5−1
2 = 0.618...

Â 2022 ãîäó ñîâìåñòíî ñ Êîíÿãèíûì è Þäåëåâè÷åì [11] áûëè ïîëó-
÷åíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó îöåíêè íà ñóììû∑

p⩽x

1

τ(p− 1)
è
∑
n⩽x

1

τ(n2 + 1)
.

Òàêæå ìíîþ áûë ïîëó÷åí [9] ðåçóëüòàò, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî ÷èñ-
ëà, ó êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ïðîñòîãî ÷èñëà ¾äîñòàòî÷íî
âåëèêî¿, îáðàçóþò áàçèñ ïîðÿäêà 2. Íàêîíåö, â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ
Ëóêà è Þäåëåâè÷åì èçó÷àëèñü âåëè÷èíû

N×
f (x) = #{n ⩽ x : n = kf(k) äëÿ íåêîòîðîãî k ⩽ x}

è
N+

f (x) = #{n ⩽ x : n = k + f(k) äëÿ íåêîòîðîãî k ⩽ x},
ãäå f � îäíà èç ôóíêöèé τ, ω, φ. Áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó
îöåíêè äëÿ âåëè÷èí N×

f (x) âî âñåõ ýòèõ òð¼õ ñëó÷àÿõ [12], à òàêæå íèæ-

íèå è âåðõíèå îöåíêè íà N+
τ (x) è N+

φ (x).
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