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Åãîð Êîñîâ

1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Ðàáîòà çà îò÷åòíûé ãîä âåëàñü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, áûëè ïðîäîëæåíû
èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ãàóññîâñêèìè (è áîëåå îáùèìè) ìåðàìè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè â
ðàáîòå [7] áûëè óñòàíîâëåíû îöåíêè íà L1 ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè
ñòðóêòóðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ìíîãî÷ëåí. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè
ïîçâîëÿþò óñèëèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3] îá îöåíêàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãî-
÷ëåíîâ îò ãàóññîâñêèõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, ñîâìåñòíî ñ Â.È. Áîãà÷åâûì è Ñ.Í. Ïîïîâîé,
â ðàáîòàõ [1] è [2] áûëè èññëåäîâàíû âîïðîñû äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïëîòíîñòåé ðàñïðå-
äåëåíèé îäíîðîäíûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé îò ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.
Ýòî èññëåäîâàíèå áûëî ìîòèâèðîâàíî âîïðîñîì À.Í. Òèõîìèðîâà î ñâîéñòâàõ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìàêñèìóìà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Âî-âòîðûõ, â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ
ëàáîðàòîðèåé �Ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è ïðèëîæåíèÿ�, èçó÷àëñÿ âîïðîñ äèñêðåòè-
çàöèè Lp íîðì íà êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòðàíñòâ Lp(µ) ñ âåðîÿòíîñòíîé
ìåðîé µ, ò.å. âîïðîñ î âîçìîæíîñòè àäåêâàòíîé çàìåíû èíòåãðàëüíîé íîðìû åå äèñêðåò-
íûì àíàëîãîì. Â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè óëó÷øåíû îöåíêè íåîáõîäèìîãî ÷èñëà òî÷åê
äèñêðåòèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà.
Ïðèâåäåì òåïåðü òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Äëÿ ôóíêöèè % ∈ L1(R) åå L1 ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(%, ·) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäþùèì

îáðàçîì:

ω(%, ε) := sup
|h|≤ε

∫
R
|%(s+ h)− %(s)| ds.

Åñëè ω(%, ε) ≤ Cε, òî % áóäåò ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (åå îáîáùåííàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ çàäàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ìåðîé), à â ñëó÷àå, êîãäà ω(%, ε) ≤ Cεα, α ∈ (0, 1), ôóíêöèÿ %
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà Bα

1,∞(R). Ò.å. ω(%, ·) õàðàêòåðèçóåò ðåãó-
ëÿðíîñòü ôóíêöèè %. Ðàíåå, â ðàáîòå [6], áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ôàêò.
Ïóñòü %g � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïîñòîÿííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

g(X) :=
∑

j1+...+jn≤d

aj1,...,jnX
j1
1 · . . . ·Xjn

n ,

ãäå X := (X1, . . . , Xn) � íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð. Òîãäà %g ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâó Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà B
1/d
1,∞(R). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C(d), çà-

âèñÿùåå òîëüêî îò d, ÷òî

ω(%g, ε) ≤ C(d)[Dg(X)]−1/2dε1/d

ãäå D[g(X)] � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû g(X).
Â ýòîì ãîäó èññëåäîâàëñÿ àíàëîãè÷íûé âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëå-

íèé ìíîãî÷ëåíîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà:

f(X) :=
m∑
j1=0

. . .
m∑

jn=0

aj1,...,jnX
j1
1 · . . . ·Xjn

n ,

ãäå X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå, N (0, 1) ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ò.å. êàæäàÿ
ïåðåìåííàÿ ìîæåò âõîäèòü â ìîíîìû â ñòåïåíÿõ íå âûøåm. Â ðàáîòå [7] áûëî óñòàíîâëåíî,
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÷òî ðåãóëÿðíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óêàçàííîãî âèäà íå ñèëüíî îòëè÷à-
åòñÿ îò ðåãóëÿðíîñòè îáùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå m, à èìåííî, áûë óñòàíîâëåí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü m, d ∈ N, d ≥ m è ïóñòü X := (X1, . . . , Xn) � ñòàíäàðòíûé

íîðìàëüíûé âåêòîð â Rn. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C(m, d), çàâèñÿùåå ëèøü îò d è m,

÷òî äëÿ êàæäîãî íåïîñòîÿííîãî ìíîãî÷ëåíà

f(x) :=
m∑
j1=0

. . .

m∑
jn=0

aj1,...,jmx
j1
1 · . . . · xjnn

ñòåïåíè d[f ] := max{j1 + . . .+ jn : aj1,...,jm 6= 0} ≤ d âûïîëíåíî

ω(%f , ε) ≤ C(m, d)(ε/a[f ])1/m
[
| ln(ε/a[f ])|d−m + 1

]
,

ãäå a[f ] := max
j1+...+jn=d[f ]

|aj1,...,jn|, à %f � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(X).

Â ðàáîòå [3] áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû f(X) (ñì. [3, Òåîðåìà 5]):

|E exp{itf(X)}| ≤ C(n,m, d[f ])|a[f ] · t|−1/m
[
ln(2 + |a[f ]t|)

]α
ãäå α = 1

2

(
3n− d[f ]

m

)
− 1, d[f ] := max{j1 + . . .+ jn : aj1,...,jm 6= 0}, a[f ] := max

j1+...+jn=d[f ]
|aj1,...,jn|.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 áûë ïîëó÷åí íå çàâèñÿùèé îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ n àíàëîã
ïðèâåäåííîé îöåíêè. À èìåííî, ñ α = d[f ]−m è êîíñòàíòîé C(m, d[f ]) íå çàâèñÿùåé îò n.

Â ðàáîòàõ [1] è [2] èññëåäîâàëèñü âîïðîñû ðåãóëÿðíîñòè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà f(X), ãäå f � îäíîðîäíàÿ èëè ñèëüíî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à X �
n-ìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé âåêòîð (èëè áîëåå îáùèé âåêòîð ñ ëîêàëüíî ñîáîëåâ-
ñêîé ïëîòíîñòüþ). Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî m, ÷òî

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x) ≥ m|h|2 ∀x, h ∈ Rn.

Ïðèâåäåì îäèí èç õàðàêòåðíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2].
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f : Rn → R ñóùåñòâóåò òàêîå òðåõìåðíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî L, ÷òî f ñèëüíî âûïóêëà âäîëü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî

m > 0 âûïîëíåíî

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x) ≥ m|h|2 ∀x ∈ Rn,∀h ∈ L.

Òîãäà ïëîòíîñòü %f ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(X), ãäå X � ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé âåê-

òîð, áóäåò ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è ‖%′f‖TV ≤ 4m−1, ãäå ‖%′f‖TV � íîðìà ïîë-

íîé âàðèàöèè ìåðû %′f .
Òåîðåìó 2 ìîæíî ïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ ðåãóëÿðíîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ìàêñèìóìà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Q1, . . . , Qp � êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

îáùåå òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, íà êîòîðîì âñå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íå âûðîæ-
äåíû, ò.å. åñòü òàêîå ÷èñëî m > 0, ÷òî Qj(h) ≥ m|h|2 äëÿ êàæäîãî h ∈ L, äëÿ êàæäîãî
j ∈ {1, . . . , p}. Òîãäà ôóíêöèÿ f := max{Q1, . . . , Qp} áóäåò ñèëüíî âûïóêëîé âäîëü ïîäïðî-
ñòðàíñòâà L è ‖%′f‖TV ≤ 8m−1.

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû î äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíûõ íîðì.
Ïóñòü L � N -ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Lp(µ)∩C(K), ãäå µ � âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà íà íåêîòîðîì êîìïàêòå K. Ïóñòü C > c > 0. Ñêàæåì, ÷òî Lp íîðìà íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâå L äîïóñêàåò äèñêðåòèçàöèþ ñ êîíñòàíòàìè c, C è m òî÷êàìè, åñëè íàéäóòñÿ m òî÷åê
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x1, . . . , xm ∈ K, äëÿ êîòîðûõ

c‖f‖pLp(µ) ≤
1

m

m∑
j=1

|f(xj)|p ≤ C‖f‖pLp(µ).

ßñíî, ÷òî âñåãäà m ≥ N . Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ, âîçìîæíî ëè ïðè ïðè íåêîòîðûõ
åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà ïîäïðîñòðàíñòâî L ãàðàíòèðîâàòü âîçìîæíîñòü äèñêðåòèçàöèè
Lp-íîðìû ñ çàäàííûìè êîíñòàíòàìè c, C è ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê m áëèçêèì ïî ïîðÿäêó
ê ðàçìåðíîñòè N . Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ýòîì íàïðàâëåíèè â îò÷åòíûé ãîä,
ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü p ∈ [1,∞) è ïóñòü L � N-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(µ) ∩ C(K).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 âûïîëíåíî

max
x∈K
|f(x)| ≤MN1/max{p,2}‖f‖Lmax{p,2}(µ)

äëÿ âñåõ f ∈ L. Òîãäà íàéäóòñÿ

m =


O(N [logN ]p), p > 2

O(N [logN ]2), p ∈ (1, 2)

O(N [logN ]7/2), p = 1

òî÷åê x1, . . . , xm ∈ K, äëÿ êîòîðûõ

1

2
‖f‖pp ≤

1

m

m∑
j=1

|f(xj)|p ≤
3

2
‖f‖pp

äëÿ êàæäîãî f ∈ L.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè p ∈ [1, 2] ïðåäïîëîæåíèå

max
x∈K
|f(x)| ≤MN1/2‖f‖L2(µ) ∀f ∈ L

ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ â L îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà u1, . . . , uN , äëÿ êîòîðîãî

|u1(x)|2 + . . .+ |uN(x)|2 ≤M2N ∀x ∈ K,
÷òî, íàïðèìåð, âûïîëíåíî ïðè íàëè÷èè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé (íàïðèìåð, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà).
Òåîðåìà 3 óñèëèâàåò ðàíåå èçâåñòíûå îöåíêè êîëè÷åñòâà òî÷åê äèñêðåòèçàöèè èç ðàáîò

[4], [5], [9], [10] â ñëó÷àå p ∈ (1, 2) è äàåò îöåíêó êîëè÷åñòâà òî÷åê äèñêðåòèçàöèè â ñëó÷àå
p > 2, àíàëîãà êîòîðîé íå áûëî ïðåäñòàâëåíî ðàíåå.
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íàðîäíîé êîíôåðåíöèè �High Dimensional Probability�, 15 � 19 èþíÿ 2020
3. Äîêëàä �Òåîðåìû äèñêðåòèçàöèè òèïà Ìàðöèíêåâè÷à äëÿ Lp íîðì â êîíå÷íîìåðíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâàõ� íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðó-
êîâîäñòâîì Á.Ñ. Êàøèíà è Ñ.Â. Êîíÿãèíà, 9 îêòÿáðÿ 2020

4. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è íàó÷íûõ ãðóïïàõ.

ßâëÿþñü ñîòðóäíèêîì äâóõ ëàáîðàòîðèé: �Ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ è àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ äàííûõ� è ëàáîðàòîðèè �Ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
è ïðèëîæåíèÿ�.

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Âåñíà 2020:
ëåêöèè è ñåìèíàðû ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ëåêöèè è

ñåìèíàðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íà Ôàêóëüòåòå Êîìïüþòåðíûõ Íàóê ÂØÝ;
ñåìèíàðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, äåéñòâèòåëüíîìó àíàëèçó è ôóíêöèîíàëüíîìó

àíàëèçó íà ìåõìàòå ÌÃÓ.
Îñåíü 2020:
ëåêöèè è ñåìèíàðû ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ëåêöèè è

ñåìèíàðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íà Ôàêóëüòåòå Êîìïüþòåðíûõ Íàóê ÂØÝ;
ñåìèíàðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó íà ìåõìàòå ÌÃÓ.


