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1 Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

1.1 Îïðîâåðæåíèå ãèïîòåçû Ëå Áàðñà äëÿ âñåõ p ∈ (0, 1)

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ïðåäëîæåíèÿ â ìîíàäè÷åñêîé ëîãèêå âòîðîãî ïîðÿäêà
(ïðåäëîæåíèÿ MSO) ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëÿöèîííûõ ñèìâîëîâ ∼ (èíòåðïðåòèðó-
åìûõ êàê ñìåæíîñòü) è =, ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,→,↔,∨,∧, ïåðåìåííûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
(FO) x, y, x1, . . ., êîòîðûå âûðàæàþò âåðøèíû ãðàôà, ïåðåìåííûõ MSO X, Y,X1, . . ., êîòî-
ðûå âûðàæàþò óíàðíûå ïðåäèêàòû, êâàíòîðû ∀,∃ è ñêîáîê(äëÿ ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé
ñì. [8]). Åñëè â ïðåäëîæåíèè MSO ϕ âñå ïåðåìåííûå MSO ÿâëÿþòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíûìè
è ñòîÿò âíà÷àëå, òî ïðåäëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíî ìîíàäè÷åñêèì âòîðîãî ïî-
ðÿäêà (EMSO). Íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèåì EMSO

∃X [∃x1∃x2 X(x1) ∧ ¬X(x2)] ∧ ¬[∃y∃z X(y) ∧ ¬X(z) ∧ y ∼ z]

âûðàæàåò ñâîéñòâî ãðàôà áûòü íåñâÿçíûì. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ýòîì ïðåäëîæåíèè
åñòü 1 ìîíàäè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ è 4 ïåðåìåííûå FO, íî åãî ìîæíî ëåãêî ïåðåïèñàòü,
èñïîëüçóÿ òîëüêî 2 ïåðåìåííûå FO. Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðåäëîæåíèÿ ϕ ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáû÷íîå îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè ìîäåëåé G |= ϕ, åñëè ϕ âåðíî äëÿ G.

Â [7] Êàóôìàí è Øåëà îïðîâåðãëè çàêîí MSO 0-1 (çàêîí 0-1 äëÿ ëîãèêè L ãëàñèò,
÷òî êàæäîå ïðåäëîæåíèå φ ∈ L ëèáî èñòèííî (àñèìïòîòè÷åñêè) ïî÷òè íà âñåõ ãðàôàõ íà
ìíîæåñòâå âåðøèí [n] := {1, . . . , n} ïðè n → ∞, ëèáî ëîæíî ïî÷òè íà âñåõ ãðàôàõ). Â
òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ èõ ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå MSO φ òàêîå, ÷òî P(G(n, 1/2) |= φ) íå ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ (îá-
ðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íàðóøåíèå çàêîíà ñõîäèìîñòè äàæå ñèëüíåå, ÷åì ñáîé çàêîíà 0-1).
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ p ∈ (0, 1) áèíîìèàëüíûé ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãðàô íà [n] ñ êàæäîé ïàðîé âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ p è íåçàâèñèìî îò
äðóãèõ ïàð. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëåé ê êíèãå
[1]. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî G(n, 1/2) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó ïåðâîãî ïîðÿäêà (FO) 0-1 [5]. Â
2001 ãîäó Le Bars [2] îïðîâåðã çàêîí ñõîäèìîñòè EMSO äëÿ G(n, 1/2) è ïðåäïîëîæèë, ÷òî
äëÿ ïðåäëîæåíèé EMSO ñ 2 ïåðåìåííûìè FO (èëè, êîðî÷å ãîâîðÿ, ïðåäëîæåíèé EMSO
(FO2)), G(n, 1/2) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íîëü-îäèí. Â 2019 ãîäó Ïîïîâà è âòîðîé àâòîð [9]
îïðîâåðãëè ýòó ãèïîòåçó. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âñå âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû, êðîìå
ïîñëåäíåãî, ìîæíî ëåãêî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ ãðàíè÷íóþ âåðîÿòíîñòü
p. Â [9] çàìå÷åíî, ÷òî ãèïîòåçà Ëå Áàðñà òåðïèò íåóäà÷ó äëÿ ïëîòíîãî íàáîðà p ∈ (0, 1).
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1.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è íàø ðåçóëüòàò

Â ñâîå ðàáîòå ìû îïðîâåðãàåì ãèïîòåçó Ëå Áàðñà äëÿ âñåõ p ∈ (0, 1). Ìû äàæå äîêà-
çûâàåì ãîðàçäî áîëüøå: ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå EMSO(FO2) φ òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
p ∈ (0, 1), P(G(n, p) |= φ) íå ñõîäèòñÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòî îäíî ïðåäëîæåíèå
îïðîâåðãàåò çàêîí 0-1 äëÿ âñåõ p. Äàâàéòå îïðåäåëèì ýòî ïðåäëîæåíèå.

Ïóñòü X(k, ℓ,m) êîëè÷åñòâî íàáîðîâ (X1, x1, X2, x2, X3, x3), ñîñòîÿùèõ èç 3 ìíîæåñòâ
X1, X2, X3 ⊂ [n], òðåõ âåðøèí x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, x3 ∈ X3 òàêèõ ÷òî,

� |X1| = k, |X2| = ℓ, |X3| = m è Xi ∩Xj = ∅ äëÿ i ̸= j,

� êàæäîåXi äîìèíèðóåò [n]\(X1 ⊔X2 ⊔X3), ò.å. êàæäàÿ âåðøèíà èç [n]\(X1 ⊔X2 ⊔X3)
èìååò õîòÿ áû îäíîãî ñîñåäà â êàæäîì Xi,

� äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ i, j ∈ {1, 2, 3},åñòü ðîâíî îäíî ðåáðî ìåæäó Xi è Xj �à
èìåííî, ðåáðî ìåæäó xi è xj.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1), P(∃k, ℓ,m X(k, ℓ,m) > 0) íå ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞.

1.2 Ðàñêðàñêè áè-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ

n-îäíîðîäíûì ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðàô, â êîòîðîì âñå ðåáðà èìåþò ðàç-
ìåð ðàâíûé n, ò.å. â êàæäîì ðåáðå ðîâíî n âåðøèí. Áè-îäíîðîäíûì ãèïåðãðàôîì H =
(V,E1, E2) íàçûâàþò ãèïåðãðàô, â êîòîðîì âñå ðåáðà èç E1 èìåþò îäèí ðàçìåð ðåáðà, à âñå
ðåáðà èç E2 � äðóãîé. Ðåáðî e ãèïåðãðàôà H íàçûâàåòñÿ îäíîöâåòíûì, åñëè âñå åãî âåðøè-
íû îêðàøåíû â îäèí öâåò. Ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé íàçîâåì ðàñêðàñêó ìíîæåñòâà âåðøèí
ïðè êîòîðîé êàæäîå ðåáðî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåòíûì. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãèïåðãðàôà,
χ(H), íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ òðåáóåìîå äëÿ ïðàâèëüíîå ðàñêðàñêè.

Ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèå è õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî. Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîì
çàäà÷è òåîðèè ðàñêðàñîê ãèïåðãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Ýðäåøà�Õàéíàëà î íàõîæäåíèè
âåëè÷èíû m(n), ðàâíîé ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð ãèïåðãðàôà â êëàññå
n-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì áîëüøå äâóõ [15]. Íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü ëó÷øèìè îöåíêàìè âåëè÷èíû m(n) ÿâëÿþòñÿ îöåíêà Ðàäõàêðèøíàíà-Ñðèíèâàñàíà

[32] c1
√

n
logn

2n < m(n) è îöåíêà Ýðäåøà [14] m(n) < e log 2
4

n22n.

Ýðäåø è Ëîâàñ [21] çàìåòèëè, ÷òî ïîèñê âåëè÷èíû m(n) ñâÿçàí ñ íàõîæäåíèåì ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè f(H) =

∑
e∈E 2−n+1 ïî âñåì ãèïåðãðàôàì H, ó êîòîðûõ χ(H) > 2.

Â ñëó÷àå ïðàâèëüíûõ äâóõöâåòíûõ ðàñêðàñîê íåîäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ èçó÷àåòñÿ
ôóíêöèÿ f(H) =

∑
e∈E 2−|e|+1. Òàê, âïåðâûå Áåêó [11] óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìèíè-

ìàëüíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà H = (V,Ek, Ek+1, . . . , Es) õîòÿ áû k è

f(H) =
|Ek|
2k

+
|Ek+1|
2k+1

+ . . .+
|Es|
2s

< Θ(log∗ k) ,

òî H ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà. Â ôîðìóëèðîâêå Áåêà [11] log∗ k îáîçíàåò
îáðàòíóþ ôóíêöèþ ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè 2 ↑↑ k (áàøíÿ èç k äâîåê). Â 2008 Ëó
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àííîíñèðîâàë äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè log k
log log k

, íî ê ñîæàëåíèþ, â íåì íàøëè îøèáêó. Â

2018 ãîäó Äþðàé, Ãóòîâñêèé è Êîçèê [12] äîêàçàëè îöåíêó C log k è íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
îíà ñàìàÿ íàèëó÷øàÿ èç èçâåñòíûõ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Â ÷àñòíîé ñëó÷àå äëÿ ïðîñòûõ
íåîäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ èçâåñòíà îöåíêà

√
k, äîêàçàííàÿ Øàáàíîâûì [20].

Äðóãèì èíòåðåñíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âåðõíèõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèè
f(H). Èç ðåçóëüòàòà Ýðäåøà [14] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò k-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô ñ
χ(H) > 2, ó êîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà îäíîöâåòíûõ ðåáåð ðàâíî
Ck2. Äàííóþ îöåíêó ïûòàëèñü óëó÷øèòü ìíîãî ëåò, íî ïîêà íèêîìó íå óäàëîñü. Íåêîòîðûå
èññëåäîâàòåëè âûäâèãàëè ãîïîòåçó, ÷òî äàííóþ îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè ðàññìàòðè-
âàòü íåîäíîðîäíûå ãèïåðãðàôû. Îäíàêî, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîêà òàêèõ ðåçóëüòàòîâ íå
èçâåñòíî. Äþðàé, Êîçèê è Øàáàíîâ [13] íåäàâíî ïîêàçàëè, ÷òî ñëó÷àéíûé îäíîðîäíûé ãè-

ïåðãðàô ñ ÷èñëîì ðåáåð |E| < (1−ϵ) eln(2)
4

k22k ïî÷òè íàâåðíîå ÿâëÿåòñÿ 2-ðàñêðàøèâàåìûì,
ò.å. èìååò õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíîå äâóì. Ñðåäè ÿâíûõ êîíñòðóêöèé ãèïåðãðàôîâ, êî-

òîðûå íåëüçÿ ïðàâèëüíî ðàêðàñèòü â äâà öâåòà èçâåñòíû îöåíêà Ãåáàóýð [23] 2k+Θ(k2/3) è
âïîñëåäñòâèè íåìíîãî óëó÷øåííàÿ íà îñíîâå îöåíêè Ãåáàóýð îöåíêà Ãóòîâñêîãî, Äþðàÿ è

Êîçèêà [12] 2k+Θ((k log(k))1/2).

1.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è íàø ðåçóëüòàò

Ïîñêîëüêó íàä çàäà÷åé îöåíèâàíèÿ ôóíöèè f(H) ðàáîòàëî ìíîãî èçâåñòíûõ ìàòåìàòè-
êîâ, íî íèæíèõ îöåíîê ëó÷øå ëîãàðèôìà, à âåðõíèé îöåíîê ëó÷øå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
ïîëó÷åíî íå áûëî, ìû ðåøèëè ðàññìîòðåòü î÷åíü åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïðàâèëüíîé ðàñ-
êðàñêè íà ñëó÷àé áè-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè èç òåîðèè Ðàìñåÿ, ðàñêðàñêó âåðøèí áè-îäíîðîäíîãî ãèïåð-
ãðàôà H = (V,E1, E2) ìû ðåøèëè íàçûâàòü ðàìñååâñêîé, åñëè íåò êðàñíûõ ðåáåð èç E1 è
îäíîâðåìåííî íåò ñèíèõ ðåáåð èç E2. Äëÿ äàííîãî òèïà ðàñêðàñîê íàìè ïîëó÷åí ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü H = (V,Ek, En) -áè-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô, ñ ðàçìåðàìè ðåáåð k è n,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

|Ek|
2k

+
|En|

2n
√
n/ log3 n

< 0.2 · log n

log log n
.

Åñëè 2 ≤ k < n
log2 n

, òî äëÿ H ñóùåñòâóåò ðàìñååâñêàÿ ðàñêðàñêà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü H = (V,Ek, En) � áè-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô, ñ ðàçìåðàìè ðåáåð k è
n, ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü ñóùåñòâóåò p ∈ (100 log logn

k
, 1− 100 logn

n
), äëÿ êîòîðîãî:

|Ek|
pk

+
|En|

(1− p)n
√
n/ log2 n

< log n.

Åñëè 2 ≤ k < n
log2 n

, òî äëÿ H ñóùåñòâóåò ðàìñååâñêàÿ ðàñêðàñêà.
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1.3 Íåïðåðûâíûé ïîäõîä ê îíëàéí ðàñêðàñêàì ãèïåðãðàôîâ

Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äâóõ äåñÿòèëåòèé àëãîðèòìè÷åñêîîé ñòîðîíå êëàññè÷åñêèõ çàäà÷
î ðàñêðàñêàõ óäåëåíî îñîáîå âíèìàíèå. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàíî ñ ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè
, â êîòîðûõ äàííûå êàê ïðàâèëî ïîñòóïàþò ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî ÷àñòÿì, íî îòâåò òðåáóåòñÿ
äàâàòü íåçàìåäëèòåëüíî. Äðóãàÿ ìîòèâàöèÿ ñâÿçàíà ñî ñëó÷àåì, êîãäà äàííûå ñëèøêîì
âåëèêè, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî õðàíèòü â ïàìÿòè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷
áûëà ââåäåíà îíëàéí ôîðìóëèðîâêà êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î ðàñêðàñêàõ, ïîëó÷èâøàÿ íà-
çâàíèå îíëàéí-ðàñêðàñêà. Íàïðèìåð, ñâîéñòâî 2-ðàñêðàøèâàåìîñòè, òàêæå èçâåñòíîå êàê
�ñâîéñòâî B�, áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Àñëàìîì è Äàãàòîì [28] â îíëàéí ôîðìóëèðîâêå.

1.3.1 Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è î ðàñêðàñêàõ ãèïåðãðàôîâ

Ïîçâîëüòå íàì âêðàòöå îïèñàòü íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î ðàñêðàñêàõ. Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü òåðìèí `k-ãðàô"äëÿ îáîçíà÷åíèÿ k-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà, íî â îáùåì
ñëó÷àåì ïîä ãèïåðãðàôîì ìû âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü íåîäíîðîäíûé ãèïåðãðàô.

� Ñâîéñòâî B: ãèïåðãðàô H = (V,E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì B ( 2-ðàñêðàøèâàåìûé),
åñëè ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà V â 2 öâåòà, òàê ÷òî íè îäíî ðåáðî f ∈ E íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîöâåòíûì. Ýðäåø è Õàéíàë [?] (1961) ïîñòàâèëè çàäà÷ó î ïîèñêå âåëè÷èíû m(k),
ðàâíîé ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó ðåáåð â k-ãðàôå áåç ñâîéñòâà B. Ýðäåø [14]
(1963-1964) äîêàçàë Ω

(
2k
)
≤ m(k) = O

(
2kk2

)
, Ðàäõàêðèøíàí ñî Ñðèíèâàñàíîì [32]

(2000) äîêàçàëè m(k) ≥ Ω
(
2k(k/ ln k)1/2

)
. Ìû òàêæå ïðîöèòèðóåì Áåêà [11](1978) è

Äóðàÿ, Ãóòîâñêè ñ Êîçèêîì [12] (2018), êàê ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûå äîáèëèñü çíà÷è-
òåëüíîãî ïðîãðåññà â 2-ðàñêðàøèâàåìîñòè íåîäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ.

� Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà: H = (V,E) ÿâëÿåòñÿ r-îêðàøèâàåìîé, åñëè ñóùåñòâó-
åò ðàñêðàñêà V â r öâåòîâ, òàê ÷òî íè îäíî ðåáðî f ∈ E íå ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåò-
íûì. Îáùèé íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé ìàëîèçâåñòåí, áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ïîñâÿ-
ùåíî îäíîðîäíîìó ñëó÷àþ, ñì. ðàáîòû [33], [29]. Äëÿ îäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ, ââåäåíî
m(k, r) - íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð â k-ãðàôå ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì áîëüøå, ÷åì
r. Îöåíêà m(k, r) = O(k2rk ln r) ñëåäóåò èç îöåíêè Ýðäåøà äëÿ 2 öâåòîâ, à îöåíêà
m(k, r) ≥ Ω

(
rk−1(k/ ln k)r−1/r

)
äîêàçàíà ×åðêàøèíûì ñ Êîçèêîì [25] (2014). Òàê-

æå îáðàòèòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè r > k âåðíà áîëåå ñèëüíàÿ îöåíêà, êîòîðàÿ áûëà
äîêàçàíà Àêîëüçèíûì ñ Øàáàíîâûì [26] (2016).

� Ïîëíîöâåòíàÿ ðàñêðàñêà: r-ðàñêðàñêà âåðøèí ãèïåðãàôà H ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöâåò-
íîé, åñëè â êàæäîì ðåáðå åñòü âåðøèíû êàæäîãî öâåòà. Êîñòî÷êà [31] (2002) îïðåäå-
ëèë ÷èñëî p(k, r) êàê ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî ðåáåð â k-ãðàôå, êîòîðîå íå
äîïóñêàåò ïîëíîöâåòíîé r-ðàñêðàñêè è îáíàðóæèë èíòåðåñíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæ-
äó p(k, r) è íåêîòîðûìè äðóãèìè êëàññè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. ×åðêàøèí [22]

(2018) äîêàçàë p(k, r) = O(k2 ln r
(

r
r−1

)k
/r). Ïåðâûé àâòîð è Áàëîã íåäàâíî äîêàçà-

ëè,÷òî äëÿ âñåõ r3 < k/100 ln k ñïðàâåäëèâî, ÷òî p(k, r) ≥ Ω((k/ ln k)
r−1
r

(
r

r−1

)k
/r2).

1.3.2 Îíëàéí âåðñèè êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î ðàñêðàñêàõ

Äëÿ êðàòêîñòè ìû çäåñü ïðèâåäåì òîëüêî îíëàéí âåðñèþ ñâîéñòâà B.
Îíëàéí ñâîéñòâî B: äàí ãèïåðãðàô H = (V,E). Painter íå çíàåò ãèïåðãðàô H, íî îí çíà-
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åò ìóëüòè-ìíîæåñòâî ìîùíîñòåé åãî ðåáåð, ò.å. ìíîæåñòâî A(H) = {|e| : e ∈ E(H)}. Ïóñòü
ìíîæåñòâî âåðøèí V ïðîíóìåðîâàíî ñ ïîìîùüþ N. Â ðàóíäå i Painter ïîëó÷àåò èíôîð-
ìàöèþ î ïîäìíîæåñòâå ðåáåð, êîòîðûå ñîäåðæàò âåðøèíó vi. Painter äîëæåí íåìåäëåííî
íàçíà÷èòü ÷åðíûé èëè áåëûé öâåò ïðåäñòàâëåííîé âåðøèíå vi. Painter âûèãðûâàåò, êîãäà
âñå âåðøèíû îêðàøåíû è íè îäíî ðåáðî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåòíûì. Îáîçíà÷èì ýòó èãðó êàê
(A, 2)ol èãðà. Äëÿ êàêèõ ìóëüòèìíîæåñòâ ðåáåð ìîùíîñòè A ó Painterà åñòü âûèãðûøíàÿ
ñòðàòåãèÿ â èãðå (A, 2)ol?

Îíëàéí ñâîéñòâî B áûëî ââåäåíî Àñëàìîì è Äàãàòîì [28] (1993). Îíè ðàññìîòðèâàëè
îäíîðîäíûé ñëó÷àé (A = {k, . . . , k}). Ïóñòü mol(k)-ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî N , òàêîå ÷òî ó
Painterà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ âñåõ k-ãðàôîâ ñ E(H) < N . Àñëàì è Äàãàò [28]
(1993) äîêàçàëè, ÷òî 2k−1 ≤ mol(k, 2) ≤ k · ϕ2k = O(k(2, 62)k). Äóðàé, Ãóòîâñêè è Êîçèê
[30] (2015) ïðåäñòàâèëè íîâóþ èíòåðåñíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ Painterà è óëó÷øèëè îöåíêó òàê,
÷òî îíà ñ òî÷íîéñòüþ äî àëãîðèòìè÷åñêîé êîíñòàíòû ñòàëà ñîâïàäàòü ñ íèæíåé îöåíêîé:
mol(k, 2) ≤ 16 · 2k.

2 Ýôôåêòèâíûé ïîäõîä ê îíëàéí ðàñêðàñêàõ:

Chip èãðà

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíëàéí-ðàñêðàñêà ãèïåðãðàôà ìîæåò áûòü ðåøåíà ïóòåì ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà òåõíèêå èãðû â ôèøêè, âïåðâûå ïðåäëîæåííîé Ñïåíñåðîì [34] è
Àñëàìîì è Äõàãàòîì [28]. Ñíà÷àëà ìû îïèøåì Chip èãðó â î÷åíü îáùåì âèäå.

Îáùàÿ Chip èãðà (S, τi∈F , dead) çàäàåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì S, ýëåìåíòû êîòîðîãî
íàçûâàþòñÿ ïóòÿìè, ýëåìåíòîì dead ∈ S, íàçûâàåìûì ìåðòâûì ïóòåì, è íàáîð îòîá-
ðàæåíèé τi∈F : S → S, óäîâëåòâîðÿþùèõ τi(dead) = dead (ìåðòâûå îñòàþòñÿ ìåðòâûìè).
ß÷åéêè èãðîâîãî ïîëÿ ïðîíóìåðîâàíû (N ∪ {0}) × S, ÿ÷åéêè (0, m) : m ̸= dead íàçûâà-
þòñÿ âûèãðûøíûìè ÿ÷åéêàìè. Íåêîòîðûå ÿ÷åéêè ñîäåðæàò ôèøêè, â ÿ÷åéêå ìîæåò áûòü
áîëåå îäíîé ôèøêè. Â êàæäîì ðàóíäå Pusher íàçíà÷àåò êàæäîé ôèøêå, áåãóùàÿ îíà èëè
ñòîÿùàÿ â äàííîì ðàóíäå. Çàòåì Remover, êîòîðûé âèäèò õîä Pushera, âûáèðàåò îäíî èç
îòîáðàæåíèé τi. Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ ñòîÿùàÿ ôèøêà ñîõðàíÿåò ñâîþ ÿ÷åéêó, à êàæäàÿ
áåãóùàÿ ôèøêà ìåíÿåò ñâîþ ÿ÷åéêó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (n, m) → (n− 1, τi(m)).
Çàòåì íà÷èíàåòñÿ íîâûé ðàóíä. Pusher âûèãðûâàåò, åñëè îí êëàäåò ôèøêó â âûèãðûøíóþ
ÿ÷åéêó.

� Îíëàéí ñâîéñòâî B: Â òåðìèíàõ (S, τi∈F , dead) èãðû,

S = {0, 1, 2, dead}, τ1 : {0, 1, 2} → {1, 1, dead}, τ2 : {0, 1, 2} → {2, dead, 2}.

� Îíëàéí ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè: Â òåðìèíàõ (S, τi∈F , dead) èãðû,

S = {0, 1, . . . , r, dead}, τi : {0, 1, . . . , i, . . . , r} → {i, dead, . . . , i, . . . , dead},

ò.e. τi îòîáðàæàåò 0 è i â i, à S \ {0, i} â dead.

� Îíëàéí ïîëíîöâåòíûå ðàñêðàñêè: Â òåðìèíàõ (S, τi∈F , dead) èãðû,

S = {0, 1}r, τi : j → j ∨ (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),
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ãäå (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0) èìååò 1 íà i-îé ïîçèöèè, (1, . . . , 1) ìåðòâûé ïóòü, ∨ ëîãè÷åñêîå
èëè.

2.1 Íåïðåðûâíûé ïîäõîä ê îíëàéí ðàñêðàñêàì ãèïåðãðàôîâ

Äèñêðåòíûå ïðîöåññû èíîãäà ìîæíî àíàëèçèðîâàòü, ïîìåùàÿ èõ â íåïðåðûâíóþ ñòðóê-
òóðó. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îáîáùåíèå èãðû General Chip (S, τi∈F), ãäå âìåñòî ôèøåê ó
íàñ íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå çîëîòûì ïåñêîì. (Ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ýòè öèôðû êàê êîëè÷åñòâî çîëîòîãî ïåñêà, îñòàâøåãîñÿ ïîñëå ðàçáèâàíèÿ
ôèøåê â èãðå íà ôèøêè). Òåïåðü ôîðìàëüíî.

Îáùàÿ èãðà çîëîòîé ïåñîê (S, τi∈F , dead) çàäàåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì S, ýëåìåíòû
êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ïóòÿìè, ýëåìåíòîì dead ∈ S, íàçûâàåìûì ìåðòâûì ïóòåì, è íà-
áîðîì îòîáðàæåíèé τi∈F : S → S, óäîâëåòâîðÿþùèõ τi(dead) = dead (ìåðòâûå îñòàþòñÿ
ìåðòâûìè). ß÷åéêè èãðîâîãî ïîëÿ ïðîíóìåðîâàíû (N∪{0})×S, ÿ÷åéêè (0, m) : m ̸= dead
íàçûâàþòñÿ âûèãðûøíûìè ÿ÷åéêàìè. Âñå ÿ÷åéêè ñîäåðæàò äåéñòâèòåëüíûå íåîòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå çîëîòîé ïåñîê. Ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ
÷èñåë. Â êàæäîì ðàóíäå Pusher äåëèò çîëîòîé ïåñîê â êàæäîé ÿ÷åéêå íà áåãóùóþ è ñòî-
ÿùóþ ÷àñòè. Çàòåì Remover, êîòîðûé âèäèò õîä Pushera, âûáèðàåò îäíî èç îòîáðàæåíèé
τi. Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ ñòîÿùàÿ ÷àñòü ñîõðàíÿåò ñâîþ ÿ÷åéêó, à êàæäàÿ áåãóùàÿ ÷àñòü
ìåíÿåò ñâîþ ÿ÷åéêó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (n, m) → (n−1, τi(m)). Çàòåì íà÷èíàåòñÿ
íîâûé ðàóíä.

Çàäà÷à: Ïóñòü X = (xi,path j)i,j ìàòðèöà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çîëîòîãî ïåñêà
(êðàòêî, ðàñïðåäåëåíèå X). Ïóñòü X - ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
çîëîòîãî ïåñêà. Ìîæíî ëè íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûèãðûøà Ïóøåðà äëÿ ëþáîé
çàäàííîé ìàòðèöû X ∈ X ?

2.2 Íàø ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g : X × [0, 1]r 7→ R+, çàäàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Íåïðåðûâíîå îíëàéí ñâîéñòâî B:

g(X, p) =
N∑
j=1

(
pjxj,path 1 + (1− p)jxj,path 2 +

(
pj + (1− p)j

)
xj,path 0

)
Òîãäà ñóïðåìóì âûéãðûøà Ïóøåðà ðàâåí ìèíèìóìó ôóíêöèè g(X, p) íà 0 ≤ p ≤ 1.

� Íåïðåðûâíûå îíëàéí ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè:

g(X, p1, . . . pr) =
N∑
j=1

(
pj1xj,path 1 + pj2xj,path 2 + . . .+ pjrxj,path r

)
+(

N∑
i=1

pi

)
x1,path 0 +

(
N∑
i=1

p2i

)
x2,path 0 + . . .+

(
N∑
i=1

pNi

)
xN,path 0.
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Òîãäà ñóïðåìóì âûéãðûøà Ïóøåðà ðàâåí ìèíèìóìó ôóíêöèè g(X, p1, . . . pr) íà

p1 + . . .+ pr = 1, pj ≥ 0, j ∈ [1, r].

� Íåïðåðûâíûå îíëàéí ïîëíîöâåòíûå ðàñêðàñêè:

g(X, p1, . . . pr) =
N∑
j=1

∑
i∈S

fj(i)xj,path i,

ãäå fj(i) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü (a1, a2, . . . , ar) äâîè÷íàÿ çàïèñü ïóòè
i ñ ðîâíî s, s ∈ [1, r] åäèíèöàìè,ò.å. äëÿ íåêîòîðûõ {j1, j2, . . . , js} ⊂ [1, r] ìû èìååì
aj1 = . . . = ajs = 1. Òîãäà

fj(i) =
∑

J⊂[1,r]\{j1,...js}&&|J |≤r−s−1

(A+B(J))j (−1)(r−s−1)−|J |

ñ A = pj1 + . . .+ pjs and B(J) =
∑

v∈J pv. Ñì. ïðèìåð
1.

Òîãäà ñóïðåìóì âûéãðûøà Ïóøåðà ðàâåí ìèíèìóìó ôóíêöèè g(X, p1, . . . , pr) íà

p1 + . . .+ pr = 1, pj ≥ 0, j ∈ [1, r].

� Íåïðåðûâíûå îíëàéí ïðåäïèñàííûå ðàñêðàñêè Km,m:

g(X, p) = px1,path 1 + p2x2,path 1 + . . .+ pNxN,path 1+

(1− p)x1,path 2 + (1− p)2x2,path 2 + . . .+ (1− p)NxN,path 2.

Òîãäà ñóïðåìóì âûéãðûøà Ïóøåðà ðàâåí ìèíèìóìó ôóíêöèè g(X, p) íà 0 ≤ p ≤ 1.

3 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûé â ïå÷àòü ðàáîòû çà 2021

ãîä

� Ì.Á. Àõìåäæàíîâà, Ðàñêðàñêè áè-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ, Òðóäû ÌÔÒÈ, Òîì 13
(2021), � 3 (51).DOI : 10.53815/20726759 2021 13 3 23

� M. Akhmejanova, M. Zhukovskii, EMSO(FO2) 0-1 law fails for all dense random graphs,
SIAM Journal on Discrete Mathematics, (íà ðåöåíçèðîâàíèè).
https://arxiv.org/abs/2106.13968

1In case r = 4 we have fj(1111) = 0, fj(1110) = (p1+ p2+ p3)
j , fj(1100) = (p1+ p2+ p3)

j +(p1+ p2+ p4)
j −

(p1+p2)
j , fj(1000) = (p1+p2+p3)

j +(p1+p2+p4)
j +(p1+p3+p4)

j − (p1+p2)
j − (p1+p3)

j − (p1+p4)
j +pj1.

And similarly, for other paths.
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4 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

� 03.10.21-11.10.21 "Âîðêøîï ïî Îòêðûòûì Ïðîáëåìàì â Êîìáèíàòîðèêå è Ãåîìåòðèè
II"

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "The 23rd Thailand-Japan Conference on Discrete and
Computational Geometry, Graphs, and Games 3-5 ñåíòÿáðÿ, 2021, ×èàíãìàé, Òàéëàíä

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Êîíôåðåíöèÿ ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ öåí-
òðîâ ìèðîâîãî óðîâíÿ 9-13 àâãóñòà, 2021, Cî÷è, Ðîññèÿ.
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