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1 Результаты, полученные в этом году
В течение 2021 года продолжалось рассмотрение C∗−алгебры, ассоции-
рованной с динамической задачей распространения волн на метрическом
графе Ω ([1, 2]). Напомним, что данная задача выглядит следующим об-
разом:

utt −∆u = 0 в L2(Ω) при 0 < t < T ;

u(·, t) ∈ K при 0 6 t 6 T ;

u|t=0 = ut|t=0 = 0 в Ω;

u = f ∈ L2(Γ× [0, T ]) на Γ× [0, T ],

Здесь T - фиксированный финальный момент времени, Γ - граница гра-
фа Ω, а K - класс Кирхгофа, характеризующий условия во внутренних
вершинах графа.

Решения данной задачи с управлениями f с фиксированных вершин
γ образуют подространства (достижимые множества) U sγ :

U sγ := {uf (·, s)|f ∈ L2({γ} × [0, s])} ⊂ L2(Ω)

Операторы проектирования на данные подпространства (P s
γ )являются

неубывающими семействами ортогональных проекторов. Это позволяет
определить самосопряженные операторы (эйконалы):

ET
γ :=

∫ T

0

sdP s
γ .
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Алгебра эйконалов E := ∨{ET
γ |γ ∈ Σ ⊆ Γ} ⊂ B(L2(Ω)) - оператор-

ная C∗−алгебра, образованная эйконалами, представяет собой основной
объект изучения.

В ходе продолжения изучения АЭ в 2021 году были различные новые
результаты. Было обнаружено, что более удобным объектом для изуче-
ния являются т.н. смещенные эйконалы:

ĖT
γ :=

∫ T

0

(s+ 1)dP s
γ .

Ключевым различием между ET
γ и ĖT

γ является отделение непрерывно-
го спектра от 0 у последних, что позволяет обосновать существование
канонического представления алгебры эйконалов для графа произволь-
ной структуры. Напомним, что каноническим называется представление
АЭ в виде ортогональной суммы алгебр непрерывных матричнозначных
функций.

Также были получены критерии, при которых существует гомеомор-
физм между некоторой естественной факторизацией графа Ω и фак-
торизацией спектра (множества классов неприводимых представлений)
алгебры эйконалов Ê. Полученные результаты напрямую относятся к из-
начальной цели изучения АЭ - решению (динамической/спектральной)
обратной задачи.

Основной результат можно описать следующим образом. Пусть задан
набор вершин γ и моментов времени Tγ. Тогда на графе Ω определятся
отношение эквивалентности ∼, зависящее от данного набора. Фактори-
зация Ω/∼ по данному отношению называется остовом графа Ω̃. На Ω̃
естественным образом определеняются координаты точек (расстояния
от граничных вершин). Одновременно рассматривается спектр алгебры
эконалов, отвечающей исходному набору вершин и моментов времени. С
использованием канонического предсталения, на спектре определяются
координаты. Координаты позволяют провести дополнительную факто-
ризацию спектра в множество Ẽ, на котором также индуцируются ко-
ординаты. Наиболее важным является тот факт, что множетсва Ω̃ и Ẽ
гомеоморфны и, более того, координаты на обоих множествах совпада-
ют, что означает связь между некоторым объектом изучения обратной
задачи (АЭ) и структурой графа.

Дальнейшей задачей является изучение следующего вопроса - воз-
можно ли восстановление всего графа Ω по его факторизации, и, если
да, то для каких классов графов (деревья, координатые графы)?
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2 Конференции и школы
• Международная конференция ”Days on Diffraction 2021”, 31 мая -
4 июня 2021, Санкт-Петербург (онлайн)

3 Опубликованные и поданные в печать ра-
боты

• Каплун А. В., Каноническое представление алгебры эйконалов трех-
лучевого графа, Записки научных семинаров ПОМИ, Том 506, стр.
57-78, link

• М.И. Белишев, А.В. Каплун, Каноническое представление C∗-алгебры
эйконалов метрического графа, Известия Ран. Серия математиче-
ская, принята к печати в 2022 году.

4 Работа в научных центрах и международ-
ных группах

Работал в рамках конкурса поддержки аспирантов в Санкт-Петербургском
международном математическом институте им. Леонарда Эйлера.
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