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1 Ðåçóëüòàòû

Â îò÷åòíîì ãîäó ïðîäîëæåíû ðàíåå íà÷àòûå èññëåäîâàíèÿ îáîáùåííûõ èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé (ÎÈÌ) íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Â íàøèõ íåäàâíèõ ðà-
áîòàõ [1]�[4] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ÎÈÌ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò
ïîñòðîåíèÿ ïàð Ëàêñà è îïåðàòîðîâ ðåêóðñèè. Ïîäõîä, ðàçâèòûé â [1]�[4], îáúÿñíÿåò
ñóùíîñòü ôåíîìåíà ïàðû Ëàêñà. Ôàêòè÷åñêè, ïàðà Ëàêñà åñòåñòâåííûì îáðàçîì (âíóò-
ðåííå) âûâîäèòñÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ñíà÷àëà ìû íàõîäèì
ëèíåàðèçàöèþ (ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå) íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâ-
íåíèå, î÷åâèäíî, âêëþ÷àåò â ñåáÿ è äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû. Äàëåå ñòðîèì îáûêíî-
âåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òàêæå çàâèñÿùåå îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîâìåñòíîå ñ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì. Ýòî îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìû íàçûâàåì îáîáùåííûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçè-
åì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òàêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáîáùåííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé èñïîëüçóåòñÿ ñîâìåñòíîñòü ñ
ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âûâåñòè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
(ðàçíîñòíûõ) óðàâíåíèé, ÿâëÿþùóþñÿ ñèëüíî ïåðåîïðåäåëåííîé èç-çà íàëè÷èÿ íåçàâè-
ñèìûõ ïàðàìåòðîâ � äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Âî
âñåõ ðàññìîòðåííûõ íàìè ïðèìåðàõ (ÊäÔ, óðàâíåíèå Êàóïà-Êóïåðøìèäòà, óðàâíåíèå
Êðè÷åâåðà-Íîâèêîâà, öåïî÷êè òèïà Âîëüòåððû èç ñïèñêà ßìèëîâà, äâà óðàâíåíèÿ òè-
ïà ÊäÔ, íàéäåííûå Ñâèíîëóïîâûì è Ñîêîëîâûì, íåàâòîíîìíàÿ öåïî÷êà Ãàðèôóëëèíà-
Ìèõàéëîâà-ßìèëîâà, óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîíà è íåñêîëüêî óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî òèïà è ò. ä.), ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû ýôôåêòèâíî ðåøàþòñÿ è
íàõîäÿòñÿ òðåáóåìûå íåòðèâèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Òðèâèàëüíûå îáîáùåííûå èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñòðîÿòñÿ äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíî ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ
ñèììåòðèé. Ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ èñõîäíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, íàçûâàåòñÿ íåòðèâè-
àëüíûì. Ïî ñóòè, ýòî òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåàðèçîâàííîãî
óðàâíåíèÿ è îáîáùåííîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåëÿåò ïàðó Ëàêñà. Ñëå-
äóåò îòìåòèòü, ÷òî îáû÷íûå ïàðû Ëàêñà íå ïðèíàäëåæàò ê ýòîìó êëàññó, íî îíè ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû èç ïðàâèëüíî ïîäîáðàííîãî íåëèíåéíîãî îáîáùåííîãî èíâàðèàíòíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Çàìå÷àòåëüíûé ôàêò ñîñòîèò â
òîì, ÷òî èç íàéäåííîãî ÎÈÌ ìîæíî òàêæå âûâåñòè è ðåêóðñèîííûé îïåðàòîð, îïèñû-
âàþùèé èåðàðõèþ âûñøèõ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå íàìè íåëèíåéíûå ïàðû Ëàêñà èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå. Â
ðàáîòå [5] ìû ïîêàçàëè, ÷òî òàêóþ ïàðó ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, ïóòåì âûâåäåíèÿ èç íèõ óðàâíåíèé
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Äóáðîâèíà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì
ìåòîäà êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â [5] áûëè ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ òèïà Äóáðî-
âèíà äëÿ öåïî÷êè Âîëüòåððû. Îäíàêî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ èìåëè âòîðîé ïîðÿäîê, à
íå ïåðâûé, êàê äîëæíî áûòü â óðàâíåíèÿõ Äóáðîâèíà (ñì. [6], [7]).

Â ðàìêàõ ïðîåêòà ðàññìàòðèâàëñÿ íîâûé ñïîñîá âûâîäà óðàâíåíèé Äóáðîâèíà áåç
èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé ïàðû Ëàêñà äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà ÊäÔ è ÍÓØ,
à òàêæå íåëèíåéíûõ öåïî÷åê òèïà Âîëüòåððû.

1.1 Îáîáùåííûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ÍÓØ è ìÊäÔ

Â ðàáîòå [Habibullin I.T., Khakimova A.R., Smirnov A.O., Generalized invariant manifolds
for integrable equations and their applications, Ufa Mathematical Journal, 13:2, pp. 135-
151 (2021)] îáñóæäàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ îáîáùåííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÍÓØ) è ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå
Ôðèçà (ìÊäÔ). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, îòòàëêèâàÿñü òîëüêî îò óðàâíåíèé è
èõ ëèíåàðèçàöèé (áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè), ïðÿìûì
ñ÷åòîì áûëè ïîñòðîåíû íåëèíåéíûå îáîáùåííûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Äàëåå,
íà ïðèìåðå ýòèõ óðàâíåíèé áûëî ïðîèëëþñòðèðîâàíî, ÷òî îáîáùåííûå èíâàðèàíòíûå
ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è óäîáíûé èíñòðóìåíò äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïàð Ëàêñà, îïåðàòîðîâ ðåêóðñèè è äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé Äóáðîâèíà, îïðåäå-
ëÿþùèõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
ðàññìîòðåíû îäíîôàçíûå è äâóõôàçíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÍÓØ.

1.2 Îáîáùåííîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ðåëÿòèâèñòñêîé öå-

ïî÷êè Òîäû

Â ðàáîòå [Habibullin I.T., Khakimova A.R., Smirnov A.O., Construction of exact solutions to
the Ruijsenaars-Toda lattice via generalized invariant manifolds] îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à îïè-
ñàíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê, ïðè ïîìîùè îáîáùåííûõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî îáúåêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåëÿòè-
âèñòñêàÿ öåïî÷êà Òîäû (èëè öåïî÷êà Ðóéñåíàðñà-Òîäû).

Â ðàáîòå ïîñòðîåíî íåëèíåéíîå îáîáùåííîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, êîòîðîå ñîäåðæèò çàâèñèìîñòü îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Îòìåòèì, ÷òî
ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå è îáîáùåííîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ïîðîæäàþò ñè-
ñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèñêðåò-
íûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ýòè äâå ñèñòåìû ñîâìåñòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà Ðóéñåíàðñà-Òîäû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îïðåäåëÿþò ïàðó Ëàêñà
ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè. Äàëåå ìû ñòðîèì ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
ïî ïàðàìåòðó λ ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ôîðìàëüíûé àñèìïòîòè÷å-
ñêèé ðÿä îáðûâàåòñÿ, ïîðîæäàåò äîïîëíèòåëüíûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé öåïî÷êè, ò.å. îíè îïðå-
äåëÿþò îáû÷íûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äîâîëüíî ñëîæ-
íûå, õîòÿ â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ èõ ìîæíî ðåøèòü. Ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ, êîãäà
ìû èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ è îáîáùåííî-
ãî èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè Òîäû ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè
ïî λ, ïàðàìåòðèçîâàííûìè ñâîèìè êîðíÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì äèôôåðåíöè-
àëüíûå è äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ íà êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè
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óðàâíåíèé Äóáðîâèíà. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, àíàëîãè óðàâíåíèé Äóáðîâèíà, îïèñû-
âàþùèå äèíàìèêó ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé n ∈ Z, ðàíåå íå áûëè ïîëó÷åíû.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà
äëÿ íåïðåðûâíûõ óðàâíåíèé Äóáðîâèíà. Â ðàáîòàõ [8], [9] àâòîðû èññëåäîâàëè öåïî÷êó
Ðóéñåíàðñà-Òîäû äðóãèìè ìåòîäàìè. Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè óðàâíåíèÿìè Äóáðîâè-
íà, ìû ïîñòðîèëè ïðîñòîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå â âèäå êèíêà, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ
ïåðèîäîì 2, âûðàæåííîå ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè, è ðåøåíèå, âûðàæåííîå
÷åðåç ℘-ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà.

2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

1. Habibullin I.T., Khakimova A.R., Smirnov A.O., Generalized invariant manifolds for
integrable equations and their applications, Ufa Mathematical Journal, 13:2, pp. 135-
151 (2021).

2. Habibullin I.T., Khakimova A.R., Smirnov A.O., Construction of exact solutions to the
Ruijsenaars-Toda lattice via generalized invariant manifolds, arXiv:2110.14887 (ïîäàíà
â ïå÷àòü).

3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ - 2021¿, 12 � 23 àïðåëÿ 2021, ã. Ìîñêâà.
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ã. Äîëãîïðóäíûé.

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà - 2021¿,
6 îêòÿáðÿ � 9 îêòÿáðÿ 2021, ã. Óôà.

4. XII Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðè-
ëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿, 6 îêòÿáðÿ � 9 îêòÿáðÿ 2021, ã. Óôà.
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