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1 Ðåçóëüòàòû

1.1 Òðåõìåðíûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå èíòåãðè-

ðóåìûå ïî Äàðáó ðåäóêöèè

Â òåîðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà îñîáîå
ìåñòî çàíèìàþò óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìûå â ñìûñëå Äàðáó, ò.å. óðàâíåíèÿ äîïóñêàþùèå
ïîëíûå íàáîðû èíòåãðàëîâ ïî îáîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì. Ïåðâûå ïðè-
ìåðû òàêèõ óðàâíåíèé âîçíèêëè íåñêîëüêî âåêîâ íàçàä, îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî
äîïóñêàþò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ îáùèõ ðåøåíèé. Èçó÷åíèå ýòîãî êëàññà óðàâíåíèé îñíî-
âàíî íà òàêèõ âàæíûõ ïîíÿòèÿõ êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå èíòåãðàëû è õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå àëãåáðû. Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ À.Á. Øàáàòà, Ð.È. ßìèëîâà,
À.Í. Ëåçíîâà è Â.Ã. Ñìèðíîâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû áûëè ïðåäëîæåíû â êà÷å-
ñòâå èíñòðóìåíòà êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðå-
ìåííûìè (ñì. [1], [2]). Ïîçæå, â ðàáîòàõ È.Ò. Õàáèáóëëèíà è äð., áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû òàêæå äëÿ êëàññèôèêàöèè èíòå-
ãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, õîòÿ áû îäíà èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé (ñì., íàïðèìåð, [3], [4]). Èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà îñíîâàíà íà
ãèïîòåçå, ÷òî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îáðûâàÿ óðàâíåíèå ïî âûáðàííîìó äèñêðåòíîìó àð-
ãóìåíòó ìîæíî ñâåñòè åãî ê ñèñòåìå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè, ÿâëÿþùåéñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Äàðáó. Â ðàáîòàõ [3], [5] ïîêàçàíî, ÷òî âñå
èçâåñòíûå íåëèíåéíûå èíòåãðèðóåìûå òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ ñ îäíîé äèñêðåòíîé è äâó-
ìÿ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè, à òàêæå ñ îäíîé íåïðåðûâíîé è äâóìÿ äèñêðåòíûìè
ïåðåìåííûìè äîïóñêàþò èíòåãðèðóåìûå ïî Äàðáó ðåäóêöèè, ÷òî ñëóæèò ïîäòâåðæäå-
íèåì óïîìÿíóòîé âûøå ãèïîòåçû. Â ðàáîòàõ [4], [6], [7] ïîäòâåðæäåíà ýôôåêòèâíîñòü
àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîé äèñêðåòíîé è äâóìÿ íåïðå-
ðûâíûìè ïåðåìåííûìè ïðè ïîìîùè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó äâóìåðíûõ ðåäóêöèé.
Â 2022 ãîäó áûëè èññëåäîâàíû èíòåãðèðóåìûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òèïà Õèðîòû-
Ìèâû ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè, à òàêæå ïðîâåäåíà ÷àñòè÷-
íàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîé íåïðåðûâíîé è äâóìÿ äèñêðåòíûìè
ïåðåìåííûìè.

1.1.1 Èíòåãðàëû è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû ñèñòåì äèñêðåòíûõ óðàâ-

íåíèé íà ïðÿìîóãîëüíîì ãðàôå

Â ðàáîòå [È.Ò. Õàáèáóëëèí, À.Ð. Õàêèìîâà, Èíòåãðàëû è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû
ñèñòåì äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé íà ïðÿìîóãîëüíîì ãðàôå, ÒÌÔ, 213:2 (2022), 320-346]
ïîêàçàíî, ÷òî èäåÿ ìåòîäà èíòåãðèðóåìîé êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ öåïî÷åê ïðè ïî-
ìîùè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó äâóìåðíûõ ðåäóêöèé, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è îíà
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ïðèìåíèìà òàêæå è ê öåïî÷êàì òèïà Õèðîòû-Ìèâû, ãäå âñå òðè íåçàâèñèìûå ïåðåìåí-
íûå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé èç ýòîãî êëàññà â óïîìÿíóòîé
ðàáîòå ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ â ñìûñëå Äàðáó ñèñòåì ïîëíîñòüþ äèñêðåò-
íûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, à èìåííî ââåäåíî ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
àëãåáðû äèñêðåòíîé ñèñòåìû, óòî÷íåíî ïîíÿòèå ïîëíîãî íàáîðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ è ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîñòè ïî Äàðáó. À òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Äàðáó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåá-
ðû ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì èìåþò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Â ýòîé æå ðàáîòå ïðîâåðå-
íî, ÷òî òàêèå õîðîøî èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå öåïî÷êè êàê óðàâíåíèå Õèðîòû-Ìèâû,
Y-ñèñòåìà è ðåøåòî÷íîå óðàâíåíèå ÊÏ äîïóñêàþò èíòåãðèðóåìûå ïî Äàðáó ðåäóêöèè.
Äëÿ íèõ íàéäåíû èåðàðõèè ðåäóêöèé â âèäå êîíå÷íî-ïîëåâûõ ñèñòåì äèñêðåòíûõ óðàâ-
íåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ èåðàðõèé ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé N = 1, 2, 3
ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè â ñìûñëå Äàðáó. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì äàíî îïèñàíèå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ àëãåáð Ëè-Ðàéíõàðòà, ïðåäúÿâëåíû ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ. Ôàêòè÷åñêè, èñõîäÿ èç èññëåäîâàííûõ ïðèìåðîâ, ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ
ñ÷èòàòü, ÷òî íàëè÷èå èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ðåäóêöèé ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì èíòåãðè-
ðóåìîñòè òðåõìåðíûõ öåïî÷åê. Ýòîò êðèòåðèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èäåíòèôèêàöèè
èíòåãðèðóåìîñòè êîíêðåòíîé öåïî÷êè, à òàêæå ïðè ñîñòàâëåíèè ñïèñêîâ èíòåãðèðóåìûõ
öåïî÷åê, ïðèíÿâ â êà÷åñòâå êëàññèôèêàöèîííîãî ïðèçíàêà íàëè÷èå èíòåãðèðóåìûõ ïî
Äàðáó ðåäóêöèé.

1.1.2 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåäóêöèè äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé òèïà Õèðîòû-Ìèâû

Â ðàáîòå [È.Ò. Õàáèáóëëèí, À.Ð. Õàêèìîâà, Àëãåáðàè÷åñêèå ðåäóêöèè äèñêðåòíûõ óðàâ-
íåíèé òèïà Õèðîòû-Ìèâû, Óôèìñê. ìàòåì. æóðíàë, 14:4 (2022), 117�130] ïðîäîëæåíî
òåñòèðîâàíèå ãèïîòåçû î òîì, ÷òî íàëè÷èå èåðàðõèè èíòåãðèðóåìûõ â ñìûñëå Äàð-
áó äâóìåðíûõ ðåäóêöèé ïðèñóùå âñåì èíòåãðèðóåìûì äèñêðåòíûì óðàâíåíèÿì òèïà
Õèðîòû-Ìèâû. À èìåííî ïðîâåðåíî, ÷òî ðåøåòî÷íîå óðàâíåíèå Òîäû è åå ìîäèôèöè-
ðîâàííûé àíàëîã òàêæå äîïóñêàþò óïîìÿíóòûå âûøå ðåäóêöèè. Â ðàáîòå èññëåäîâàíû
àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ öåïî÷åê è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé îíè ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òè-
ïà, äîïóñêàþùèì ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Ïîäðîáíî èçó÷åíû
ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêîâ N = 2 è N = 3. Äëÿ íèõ îïèñàíû õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå àëãåáðû ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé n è m, ïðåäúÿâëåíû ïîëíûå íàáîðû
èíòåãðàëîâ.

1.1.3 Ê çàäà÷å î êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê ñ òðåìÿ íåçàâèñè-

ìûìè ïåðåìåííûìè

Ðàáîòà [Ì.Í. Êóçíåöîâà, È.Ò. Õàáèáóëëèí, À.Ð. Õàêèìîâà, Ê çàäà÷å î êëàññèôèêàöèè
èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ÒÌÔ (íà ñòàäèè ðåöåí-
çèðîâàíèÿ)] ïîñâÿùåíà ÷àñòè÷íîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ öåïî÷åê
ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè îäíà èç êîòîðûõ íåïðåðûâíà, à äâå äèñêðåòíûå.
Ñõåìà àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè, èñïîëüçîâàííàÿ â ðàáîòå, áûëà ïðåäëîæåíà â [5].
Íà äàííîì ýòàïå êëàññèôèêàöèè íàìè áûë ðàññìîòðåí êëàññ íåëèíåéíûõ öåïî÷åê ñ ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòüþ îò ïðîèçâîäíûõ. Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, äëÿ èíòåãðèðóåìûõ
öåïî÷åê ýòîãî òèïà ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû ïî íàïðàâëåíèþ x îïðåäåëÿ-
åòñÿ íåêîòîðûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè äâà èëè òðè. Ðåøåíà çàäà÷à
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÷àñòè÷íîé êëàññèôèêàöèè öåïî÷åê óêàçàííîãî âûøå òèïà â ñëó÷àå, êîãäà ñòåïåíü ïî-
ëèíîìà ðàâíà äâóì è êîðíè åãî ðàçëè÷íû. Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì êëàññå åñòü òîëüêî
îäíà èíòåãðèðóåìàÿ öåïî÷êà. Íà óðîâíå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ïðîèëëþñòðèðîâàíî, êàê
èñïîëüçîâàòü òàêèå ðåäóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé èñõîä-
íîé òðåõìåðíîé öåïî÷êè. Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ íàïèñàíà ñòàòüÿ, íàïðàâëåíà â
æóðíàë Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà.

1.2 Ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé öåïî÷êè Ðóéçåíàðñà-Òîäû ÷å-

ðåç îáîáùåííûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Â ðàáîòå [I.T. Habibullin, A.R. Khakimova, A.O. Smirnov, Construction of exact solutions to
the Ruijsenaars-Toda lattice via generalized invariant manifolds, Nonlinearity, 36:1 (2023),
arXiv:2110.14887] ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè îáîáùåííîãî èíâàðèàíòíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ (ÎÈÌ). ÎÈÌ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
èëè äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé õîðîøî èçâåñòåí êàê
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [8].
Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äîáàâèòü ê çàäàííîìó íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðóãîå, ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîå, êàê ïðàâèëî, îáûêíîâåííîå, äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîâìåñòíîå ñ çàäàííûì. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ÎÄÓ áóäåò
÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî ãëàâíàÿ ïðîáëåìà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîå ÎÄÓ. Íàøå îáîáùåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû èùåì
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ñîâìåñòíî íå ñ ñàìèì íåëèíåéíûì
óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à ñ åãî ëèíåàðèçàöèåé, ÷òî çàìåòíî óïðîùàåò çàäà-
÷ó. Òàêîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìû íàçûâàåì îáîáùåííûì èíâà-
ðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì. Â íàøèõ ðàáîòàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî òàêèå ÎÈÌ ýôôåêòèâíî
íàõîäÿòñÿ è ÿâëÿþòñÿ õîðîøèì èíñòðóìåíòîì ïîñòðîåíèÿ ïàð Ëàêñà è îïåðàòîðîâ ðå-
êóðñèè íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [9], [10], [11]). Êðîìå òî-
ãî, ÎÈÌ ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé.
Èäåÿ ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèÿ òèïà Äóáðîâèíà íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ÎÈÌ è ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ([12], [13], [14]). Ìåòîä îáîáùåííûõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì òàêæå ïðè èçó÷åíèè íåëèíåéíûõ
öåïî÷åê, ÷òî ïîêàçàíî â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå. Îí ïîçâîëÿåò âûâåñòè óðàâíåíèÿ
òèïà Äóáðîâèíà íå òîëüêî ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t, íî è ïî ïðîñòðàíñòâåííîé äèñ-
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