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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Â 2022 ãîäó èññëåäîâàëèñü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé äâàæäû äèâåðãåíò-

íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñâÿçü âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôîêêåðà�

Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà ñ ðåøåíèÿìè ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è.

Äâàæäû äèâåðãåíòíûì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèåì íàçûâàþò óðàâíåíèå âèäà

∂xi∂xj
(
aij%

)
− ∂xi

(
bi%
)

= 0 (1)

íà îáëàñòè Ω ⊂ Rd. Êîýôôèöèåíòû aij, bi èçìåðèìû, ìàòðèöà A = (aij) ñèììåòðè÷íà

è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, à ôóíêöèÿ % ∈ L1
loc(Ω).

Âàæíûì ïðèìåðîì óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Êîë-

ìîãîðîâà äëÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà. Êðîìå òîãî, èññëåäîâà-

íèå ñâîéñòâ ôóíêöèé Ãðèíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèâî-

äèò ê èçó÷åíèþ ðåøåíèé äâàæäû äèâåðãåíòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì,

÷òî ñâîéñòâà ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ðåøåíèé

êëàññè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ýòî õîðîøî âèäíî óæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (a%)′′ = 0, ãäå

a(x) ≥ a0 > 0, èìåþò âèä (c1x+c2)/a(x). Åñëè a � íåïðåðûâíàÿ è íèãäå íå äèôôåðåí-

öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåïðåðûâíûì è íå

èìååò êëàññè÷åñêèõ èëè ñîáîëåâñêèõ ïðîèçâîäíûõ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî èçâåñòíîìó

ïðèìåðó Ï. Áàóìàí, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∂xi∂xj
(
aij%

)
= 0 ñ ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íåïðåðûâíîé ìàòðèöåé A ìîæåò íå áûòü äàæå ëîêàëüíî

îãðàíè÷åííûì. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ìàòðèöû A ðåøåíèå ëîêàëü-

íî èíòåãðèðóåìî â ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. Åñëè ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû A

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè, òî âñÿêîå ðåøåíèå èìååò íåïðåðûâíóþ âåðñèþ. Âàæ-

íîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè èíòåãðèðóåìîñòè ðåøåíèÿ îò ìîäóëÿ

íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû A. Â ðàáîòàõ [1] è [2] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b ∈ Lploc(Ω) è

λ · I ≤ A ≤ λ−1 · I, ‖A(x)− A(y)‖ ≤ ω(|x− y|) ∀x, y ∈ Ω,

ãäå ω � íåîòðèöàòåëüíàÿ, ìîíîòîííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞), ïðè÷åì

ω(0) = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü B ⊂ Ω � çàìêíóòûé øàð.

(i) Åñëè lim
t→0+

ω(t)| ln t| = 0, òî äëÿ âñåõ γ1, γ2 > 0 âûïîëíåíî

exp(γ1|%|γ2) ∈ L1(B).

(ii) Åñëè ôóíêöèÿ ω(t)| ln t| îãðàíè÷åíà íà (0, 1], òî íàéäóòñÿ òàêèå γ1, γ2 > 0,

÷òî

exp(γ1|%|γ2) ∈ L1(B).

(iii) Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 0 < β < 1 ôóíêöèÿ ω(t)| ln t|β îãðàíè÷åíà íà (0, 1], òî

íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî γ > 0, ÷òî

exp(γ
∣∣ln(|%|+ 1)

∣∣ 1
1−β ) ∈ L1(B).
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Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áëèæå îãðàíè÷åíèÿ íà ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ê óñëîâèþ Äèíè,

òåì ëó÷øå èíòåãðèðóåìî ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå äëÿ íåïðåðûâíîé ìàòðèöû A

áûëî èçâåñòíî ëèøü, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå èíòåãðèðóåìî â ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè, òî ðåøå-

íèå èìååò íåïðåðûâíóþ âåðñèþ. Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåðàâåíñòâà

Õàðíàêà, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ðå-

øåíèé è ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ðàáîòàõ [1]

è [2] íåðàâåíñòâî Õàðíàêà óñòàíîâëåíî â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Äèíè, à êîýôôèöèåíò b èíòåãðèðóåì â äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ íà b è A âûïîë-

íåíû, ïðè÷åì ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè∫ 1

0

ω(t)

t
dt <∞.

Òîãäà äëÿ íåïðåðûâíîé âåðñèè íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ % ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî Õàðíàêà, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî øàðà B(x0, R/2) ⊂ B(x0, 4R) ⊂ Ω ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî C, ÷òî

sup
x∈B(x0,R/2)

%(x) ≤ C inf
x∈B(x0,R/2)

%(x),

ãäå C çàâèñèò îò R, ω, d, λ, p è ‖b‖Lp(B(x0,4R)), íî íå çàâèñèò îò %.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ðåøåíèé äâàæäû äèâåðãåíòíûõ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé áûëî èçâåñòíî ëèøü äëÿ îãðàíè÷åííûõ b, ïðè÷åì óñëîâèå

îãðàíè÷åííîñòè b ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëîñü â äîêàçàòåëüñòâå.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ áûë ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ñïåöèàëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò, êîòîðàÿ â òåîðèè äèô-

ôóçèîííûõ ïðîöåññîâ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Çâîíêèíà è ðàíåå èñïîëüçîâà-

ëàñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Îêàçàëîñü, ÷òî äàííóþ çàìåíó â î÷åíü îáùåé ñèòóàöèè ìîæíî ïðèìåíèòü íà-

ïðÿìóþ ê äâàæäû äèâåðãåíòíûì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Ýòî ïîçâîëèëî ñóùå-

ñòâåííî ñîêðàòèòü äîêàçàòåëüñòâà óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îá èíòåãðèðóåìîñòè

è íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî Õàðíàêà â ñëó÷àå ëèøü èíòåãðè-

ðóåìîãî êîýôôèöèåíòà b è ñóùåñòâåííî óñèëèòü èçâåñòíóþ òåîðåìó Õàñüìèíñêîãî î

ñóùåñòâîâàíèè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà.

Ñâÿçü âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà ñ ðåøå-

íèÿìè ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è â íàèáîëåå îáùåì âèäå âûðàæàåòñÿ â ïðèíöèïå ñóïåð-

ïîçèöèè Àìáðîçèî�Ôèãàëëè�Òðåâèçàíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ {µt}t∈[0,T ], ãäå µt � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

(òî åñòü µt ≥ 0 è µt(Rd) = 1), óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà

∂tµt = ∂xi∂xj
(
aijµt

)
− ∂xi

(
biµt

)
(2)

ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâ-

ñêàÿ ìåðà P íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ êðèâûõ C([0, T ],Rd), ÷òî äëÿ âñÿêîãî
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t ∈ [0, T ] âåðíî ðàâåíñòâî P ◦ e−1t = µt, ãäå et(ω( · )) = ω(t), è äëÿ âñÿêîé ôóíê-

öèè ϕ ∈ C2
0(Rd) îòîáðàæåíèå

(t, ω) 7→ ϕ(ω(t))− ϕ(ω(0))−
∫ t

0

Lϕ(s, ω(s)) ds,

ãäå

Lu = tr
(
AD2u) + 〈b,Du〉,

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ìåðû P è ôèëüòðàöèè Ft = σ
(
ω(s), s ∈ [0, t]

)
.

Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ëîêàëüíûõ óñëîâèé íà A, b è {µt}t∈[0,T ] íåäîñòàòî÷íî äëÿ âûïîë-
íåíèÿ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè. Â ñëó÷àå íóëåâîé ìàòðèöû A ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

áûë ïîëó÷åí Ë. Àìáðîçèî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ |b(t, x)|(1 + |x|)−1 ïðèíàä-
ëåæèò L1(µtdt). À. Ôèãàëëè îáîñíîâàë ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ

êîýôôèöèåíòîâ, à Ä. Òðåâèçàí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ñóïåðïîçè-

öèè äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ ‖A(t, x)‖, |b(t, x)| ∈ L1(µtdt). Íàêîíåö, â íåäàâíåé ðàáîòå

Â. È. Áîãà÷åâà, Ì. Ð¼êíåðà è Ñ. Â. Øàïîøíèêîâà ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå∫ T

0

∫
‖A(t, x)‖+ |〈b(t, x), x〉|

1 + |x|2
µt(dx) dt <∞

âëå÷åò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Áîëåå òîãî, åñëè ln(1 + |x|) ∈ L1(µ0) è

‖A(t, x)‖ ≤ C + C|x|2 ln(1 + |x|), 〈b(t, x), x〉 ≤ C + C|x|2 ln(1 + |x|),

òî äëÿ ðåøåíèÿ µt ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè.

Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïîðîæäàåìûé îïåðàòîðîì L ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ ñ îäíîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè {µt}t∈[0,T ], ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íå óõî-

äèò â áåñêîíå÷íîñòü çà âðåìÿ, ìåíüøåå T . Êëàññè÷åñêèì óñëîâèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà:

V ∈ C2(Rd), lim
|x|→+∞

V (x) = +∞, LV ≤ C + CV.

Íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè. Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòàõ ôàê-

òè÷åñêè ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðàäèàëüíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ïðè÷åì ýòî ñóùåñòâåííî

èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå.

Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíîé

çàìåíû êîîðäèíàò. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû êîîðäèíàò óäàåòñÿ èçáàâèòüñÿ îò ðàñòóùåé íà

áåñêîíå÷íîñòè ÷àñòè êîýôôèöèåíòà ñíîñà, íå ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîé

ëîêàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ñíîñà.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aij, Bi îãðàíè÷åíû è èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü.

Ïóñòü

b(t, x) = β(x) +B(t, x),

ãäå βi ∈ C2(Rd), ïðè÷åì ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ V ∈ C2(Rd) è ÷èñëî C ≥ 0 òàêèå,

÷òî

lim
|x|→+∞

V (x) = +∞, V (x) ≥ 1, 〈β(x),∇V (x)〉 ≤ C ∀x ∈ Rd.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ {µt}t∈[0,T ] óðàâíåíèÿ (2), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè.
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Îòìåòèì, ÷òî ýòî íîâûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàíåå èçâåñò-

íûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèé |β(x)| èëè
〈β(x), x〉/(1 + |x|2), à òðåáóåòñÿ ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êîòîðàÿ íå

îáÿçàíà áûòü ðàäèàëüíîé.

Ïîñêîëüêó ìû ñòðîèì çàìåíó êîîðäèíàò, ïðåîáðàçóþùóþ íåîãðàíè÷åííóþ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè ÷àñòü êîýôôèöèåíòà ñíîñà, ïîñëå çàìåíû ïîëîñà (0, T ) × Rd ìîæåò ïå-

ðåéòè â íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü. Ïîýòîìó çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû [3]

ïîñâÿùåíà óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà íà îáëàñòè.

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷ èçó÷àëèñü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�

Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà ñ ëîêàëüíîé è íåëîêàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïîëó÷åíû äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ. Ïîäãîòîâëåíà ê ïóáëèêàöèè ñòàòüÿ.
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