
Îò÷åò ïî ãðàíòó êîíêóðñà ¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿ çà 2023 ãîä

Ñòàíèñëàâ Âàëåðüåâè÷ Øàïîøíèêîâ

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Â 2023 ãîäó ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì: 1) íåëèíåé-

íûå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà, 2) ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ Êîëìî-

ãîðîâà ñ ÷àñòè÷íî âûðîæäåííîé ìàòðèöåé äèôôóçèè, 3) çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò

êîýôôèöèåíòîâ è âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïî ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�

Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà. Â êàæäîì èç íàïðàâëåíèé ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, íà

íåêîòîðûõ èç íèõ îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå.

1) Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà �Ïëàíêà �Êîëìîãîðîâà

∂t%t(x) =
d∑

i,j=1

∂xi∂xj
(
aij(x)%t(x)

)
−

d∑
i=1

∂xi
(
%t(x)b

i(x, %t(x), %t)
)
, (1)

ãäå ìàòðèöà äèôôóçèè A(x) = (aij(x)) ñèììåòðè÷íà, îãðàíè÷åíà, íåâûðîæäåíà è

ëèïøèöåâà, à êîýôôèöèåíò ñíîñà b = (bi) çàâèñèò îò x, çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ %t(x) â

òî÷êå x è ìåðû ñ ïëîòíîñòüþ %t îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì

ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ñíîñà b, çàäàííûé ôîðìóëîé

b(x, u, %) = b0(x) + uνb1(x) + uκ
∫
Rd

K(x, y)%(y) dy, ν, κ > 0.

Âìåñòå ñ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìû èññëåäóåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

d∑
i,j=1

∂xi∂xj
(
aij(x)%(x)

)
−

d∑
i=1

∂xi
(
%(x)bi(x, %(x), %)

)
= 0. (2)

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì: ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M0 > 0, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî M ∈ (0,M0)

i) ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (2) èìååò ïîëîæèòåëüíîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå %, èíòå-

ãðàë êîòîðîãî ïî Rd ðàâåí M , ïðè÷åì òàêîå ðåøåíèå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå åäèí-

ñòâåííî,

ii) äëÿ äîñòàòî÷íî ¾ìàëûõ¿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêî-

ãî óðàâíåíèÿ (1) èìååò ïîëîæèòåëüíîå è íåïðåðûâíîå íà (0,+∞) × Rd ðåøåíèå %t,

èíòåãðàë êîòîðîãî ïî Rd ïðè êàæäîì t > 0 ðàâåí M , ïðè÷åì òàêîå ðåøåíèå â îïðå-

äåëåííîì ñìûñëå åäèíñòâåííî,

iii) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1 è C2, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1

âåðíà îöåíêà ∫
Rd

∣∣%t(x)− %(x)∣∣(1 + |x|k) dx ≤ C1e
−C2t, t > 0,

òî åñòü èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïî âðåìåíè ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîìó ðå-

øåíèþ.

Èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ôîêêåðà �Ïëàíêà �Êîëìîãîðîâà ïîñâÿùå-

íî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè â ôèçèêå

è áèîëîãèè, â ñîöèàëüíûõ è ýêîíîìè÷åñêèõ íàóêàõ. Ïîñòðîåíèå è îáñóæäåíèå ìî-

äåëåé íà îñíîâå óðàâíåíèé Ôîêêåðà �Ïëàíêà �Êîëìîãîðîâà ìîæíî, íàïðèìåð, íàé-

òè â ìîíîãðàôèè Frank T. D., Nonlinear Fokker�Planck Equations: Fundamentals and

Applications.
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Íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ òðóäíûé ñëó-

÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò ñíîñà ìîæåò âêëþ÷àòü ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå íåëèíåé-

íûå ÷ëåíû, íî ñïåöèàëüíûõ ñòðóêòóðíûõ ïðåäïîëîæåíèé î âèäå êîýôôèöèåíòîâ íåò.

Ýòî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå ýíòðîïèè äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ, êîòîðîå ê òîìó æå â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ âûïèñàòü ÿâíî. Òàêæå

çàòðóäíèòåëüíî ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà íåëèíåéíûõ ïîëó-

ãðóïïàõ èëè ãðàäèåíòíûõ ïîòîêàõ. Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû íå ïðåäïîëàãàþòñÿ

ãëàäêèìè è äîïóñêàåòñÿ èõ çíà÷èòåëüíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè.

2) Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

d∑
i,j=1

∂xi∂xj
(
aijµ

)
−

d∑
i=1

∂xi
(
biµ
)
= 0. (3)

Ïîëîæèì

Lu =
d∑

i,j=1

aij∂xi∂xju+
d∑
i=1

bi∂xiu.

Ðåøåíèå µ � êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà. Íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå µ, äëÿ êîòîðîãî

âåðíî ðàâåíñòâî µ(Rd) = 1, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì.

Ñóùåñòâîâàíèþ âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà ïîñâÿùåíà èç-

âåñòíàÿ òåîðåìà Õàñüìèíñêîãî Ð.Ç., îáîáùåíèÿ êîòîðîé íà ñëó÷àé âûðîæäåííûõ è

íåãëàäêèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Áîãà÷åâà Â.È., Ð¼êíåðà Ì., H. Lee,

G. Trutnau. Èíòåðåñ èìåííî ê âåðîÿòíîñòíûì ðåøåíèÿì ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èíâà-

ðèàíòíàÿ ìåðà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ ãåíåðàòîðîì L óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Êîëìîãîðîâà. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè â âåñüìà îáùåé ñèòóàöèè

êàæäîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðåøåíèþ µ ñîîòâåòñòâóåò òàêàÿ ìåðà P íà C([0,+∞),Rd),

÷òî P ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è ñ îïåðàòîðîì L è äëÿ âñåõ t ≥ 0

âåðíî ðàâåíñòâî P (ω : ω(t) ∈ B) = µ(B). Íàêîíåö, ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòíîãî

ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå íåðåãóëÿðíûõ è ðàñòóùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè êîýôôèöè-

åíòîâ ïîñòðîèòü ñóáìàðêîâñêóþ ïîëóãðóïïó ñ ãåíåðàòîðîì L. Êëàññè÷åñêèì ãëîáàëü-

íûì óñëîâèåì òåîðåìû Õàñüìèíñêîãî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà,

òî åñòü òàêîé ôóíêöèè V ∈ C2(Rd), ÷òî lim|x|→+∞ V (x) = +∞ è äëÿ íåêîòîðûõ ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë R > 0 è C > 0 íåðàâåíñòâî LV (x) ≤ −C ñïðàâåäëèâî ïðè |x| > R.

Îäíàêî áåç äîïîëíèòåëüíûõ ëîêàëüíûõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû íàëè÷èå ôóíêöèè

Ëÿïóíîâà åùå íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ. Â èçâåñòíûõ

âàðèàíòàõ òåîðåìû Õàñüìèíñêîãî ìîæíî âûäåëèòü òðè âèäà ëîêàëüíûõ óñëîâèé: a)

êîýôôèöèåíòû aij è bi íåïðåðûâíû, b) íà êàæäîì øàðåB êîýôôèöèåíòû aij è bi îãðà-

íè÷åíû è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λB > 0 âûïîëíåíî A ≥ λB · I, c) íà êàæäîì øàðå B

ôóíêöèè aij íåïðåðûâíû (èëè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ VMO), |b| ∈ LpB(B) äëÿ íåêî-

òîðîãî pB > d è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî A ≥ λB ·I äëÿ íåêîòîðîãî λB > 0 Îòìåòèì,

÷òî, â îòëè÷èå îò ïóíêòîâ b) è c), â ïóíêòå a) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííîñòü

ìàòðèöû A, íî, â îòëè÷èå îò ïóíêòà a), â ïóíêòàõ b) è c) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðå-

ðûâíîñòü êîýôôèöèåíòà b. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáîáùåíèå òåîðåìû Õàñüìèíñêîãî

íà ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà A âûðîæäåíà ëèøü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ.
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Òèïè÷íûé ïðèìåð äîñòàâëÿåò îïåðàòîð

Lu(x) =
m∑
i=1

∂2xiu(x) +
d∑
i=1

bi(x)∂xiu(x), 1 ≤ m ≤ d,

êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîãäà ïî ÷àñòè ïå-

ðåìåííûõ äèôôóçèîííûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíû-

ìè óðàâíåíèÿìè, à ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì � ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè. Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ëàíæåâåíà

dZt = Yt dt, dYt = B(Yt, Zt) dt+
√
2 dWt,

ãäå Wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð L èìååò âèä

Lu(y, z) = ∂2yu(y, z) + y∂zu(y, z) +B(y, z)∂yu(y, z).

Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòè÷íî âûðîæäåííîé ìàòðèöåé äèôôóçèè èññëåäîâà-

ëèñü â ðàáîòàõ Âåðåòåííèêîâà À.Þ., Ëåâàêîâà À.À., Âàñüêîâñêîãî Ì.Ì. è äð. Â ýòèõ

ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òðåáîâàíèÿ ðåãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïî ïåðåìåí-

íûì, ïî êîòîðûì íåò âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû äèôôóçèè, ìîæíî îñëàáèòü. Åñòåñòâåííî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà ñèòóàöèÿ àíàëî-

ãè÷íà, è â òåîðåìå Õàñüìèíñêîãî ïî ïåðåìåííûì, ïî êîòîðûì íåò âûðîæäåíèÿ, ìîæ-

íî íå òðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ, à íàêëàäûâàòü óñëîâèÿ

èç ïóíêòîâ b) è c). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè ýòîãî ïðåäïîëîæå-

íèÿ. Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîñòè ó

ïðîåêöèè ðåøåíèÿ íà êîîðäèíàòû, ïî êîòîðûì íåò âûðîæäåíèÿ, à òàêæå ïîëó÷åíà

îöåíêà ïëîòíîñòè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïîñòðîåíû ïðèìåðû,

ïîêàçûâàþùèå òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ óñëîâèé.

Äëÿ óäîáñòâà âûäåëèì ïåðåìåííûå, ïî êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð ìàòðè-

öû äèôôóçèè íå âûðîæäàåòñÿ. Ïóñòü 1 ≤ m ≤ d, Rd
x = Rm

y × Rd−m
z è x = (y, z). Â

îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ î êîýôôè-

öèåíòàõ.

(Ha) äëÿ êàæäîãî êóáà K ⊂ Rd ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà λK > 0, ÷òî íåðàâåí-

ñòâî
m∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λK |ξ|2

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ K è ξ ∈ Rm.

(Hb) äëÿ âñÿêîãî êóáà K = Ky ×Kz, ãäå Ky ⊂ Rm
y , Kz ⊂ Rd−m

z , ñóùåñòâóþò òàêèå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî CK è íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ωK
íà ëó÷å [0,+∞), ÷òî ωK(0) = 0 è íåðàâåíñòâà∣∣aij(y, z)− aij(y, z′)∣∣+ ∣∣bi(y, z)− bi(y, z′)∣∣ ≤ ωK(|z − z′|),

∣∣aij(y, 0)∣∣+ ∣∣bi(y, 0)∣∣ ≤ CK

ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ i, j è âñåõ y ∈ Ky, z, z
′ ∈ Kz.

(Hc) ôóíêöèè a
ij íåïðåðûâíû, ïðè i, j ≤ m ôóíêöèè aij çàâèñÿò òîëüêî îò y ∈ Rm

y

è äëÿ âñÿêîãî êóáà K = Ky × Kz, ãäå Ky ⊂ Rm
y , Kz ⊂ Rd−m

z , ñóùåñòâóþò òàêèå

÷èñëà pK > d, CK > 0, èçìåðèìûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè gi ∈ LpK (Ky), i ≤ m, è
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íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ωK íà [0,+∞), ÷òî ωK(0) = 0 è

äëÿ âñåõ y ∈ Ky, z, z
′ ∈ Kz ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣bi(y, z)− bi(y, z′)∣∣ ≤ gi(y)ωK(|z − z′|),

∣∣bi(y, 0)∣∣ ≤ gi(y) ïðè i ≤ m,∣∣bi(y, z)− bi(y, z′)∣∣ ≤ ωK(|z − z′|),
∣∣bi(y, 0)∣∣ ≤ CK ïðè i > m.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèå (Ha) è îäíî èç óñëîâèé (Hb) èëè (Hc) . Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèÿ V ∈ C2(Rd) è ÷èñëà C > 0, R > 0, ÷òî

lim|x|→+∞ V (x) = +∞ è LV (x) ≤ −C ïðè |x| > R. Òîãäà óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà (3)

èìååò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå.

3) Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà

∂tµt =
d∑

i,j=1

∂xi∂xj
(
aijµ

)
−

d∑
i=1

∂xi
(
biµ
)
. (4)

Êîýôôèöèåíòû aij è bi ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè ôóíêöèÿìè, à ìàòðèöà A = (aij)

ñèììåòðè÷íà è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ðåøåíèå (µt)t∈[τ,T ] � íåïðåðûâíàÿ êðè-

âàÿ â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé. Â ñëó÷àå ãëàäêèõ è

îãðàíè÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

bi(x, τ) = lim
h→0

1

h

∫
Rd

(yi−xi)µτ+h,x(dy), aij(x, τ) = lim
h→0

1

2h

∫
Rd

(yi−xi)(yj−xj)µτ+h,x(dy),

ãäå µt,x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì δx ïðè t = τ .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîýôôèöèåíòû aij è bi íå ÿâëÿþòñÿ äàæå íåïðåðûâíû-

ìè è èçâåñòíî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî ðåøåíèÿ (µt). Ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü

êîýôôèöèåíòû â ýòîé î÷åíü îáùåé ñèòóàöèè? ßñíî, ÷òî ïî îäíîìó ðåøåíèþ (µt)

íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, íî îêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îä-

íîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ñãåíåðèðîâàòü ñåìåéñòâî ðåøåíèé, êîòîðîãî óæå õâàòàåò äëÿ

âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïîòî÷å÷íîå âîññòàíîâëåíèå êîýôôè-

öèåíòîâ â îáùåì ñëó÷àå òåðÿåò ñìûñë, òàê êàê èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ íà ìíî-

æåñòâå íóëåâîé ìåðû íå âëèÿåò íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Êëþ÷îì ê âîññòàíîâëåíèþ

êîýôôèöèåíòîâ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè.

Èòàê, ïóñòü (µt) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) íà [τ, T ]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áîðå-

ëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f íà Rd × [τ, T ] àïïðîêñèìèðóåìà îòíîñèòåëüíî (µt) íà [τ, T ], åñ-

ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé fn íà

Rd × [τ, T ], ÷òî ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû ïî x, äëÿ âñÿêîãî øàðà B âûïîëíåíî

lim
t→τ+0

sup
B
|fn(x, t)− fn(x, τ)| = 0

è

lim
n→∞

essups∈[τ,T ]‖f( · , s)− fn( · , s)‖L1(µs) = 0.

Íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî S ⊂ [τ, T ] ïîëíîé ìåðû Ëåáåãà, ÷òî τ ∈ S è äëÿ êàæäîãî

s ∈ S ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn( · , s) ñõîäèòñÿ â L1(µs) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè

f̃( · , s), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðñèåé ôóíêöèè f íà [τ, T ] × Rd è èãðàåò âàæíóþ ðîëü

â ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f

ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìèðóåìîé. Åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ t ìåðà µt èìååò ïëîòíîñòü %( · , t)
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îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, ïðè÷åì íà âñÿêîì øàðå ôóíêöèè %( · , t) ðàâíîìåðíî èíòå-
ãðèðóåìû, òî àïïðîêñèìèðóåìîé ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

f , çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò x.

Ïî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íà C([τ, T ],Rd),

÷òî µt = P ◦ e−1t , ãäå et(ω) = ω(t), è äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (Rd) îòîáðàæåíèå

(t, ω)→ ϕ(ω(t))− ϕ(ω(0))−
∫ t

0

Lϕ(ω(s), s) ds

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ìåðû P è ôèëüòðàöèè Ft = σ(ω(s), s ∈ [τ, t]).

Ïóñòü P x � óñëîâíûå ìåðû, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè äåçèíòåãðèðîâàíèè ìåðû P îòíîñè-

òåëüíî ìåðû µτ . Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî µxt = P x ◦ e−1t ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì δx ïðè t = τ . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î âîññòà-

íîâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |aij|, (1 + |x|)|bi| ∈ L1(µt dt), äëÿ êàæäîãî t ôóíê-

öèÿ |x|2 èíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî µt è ôóíêöèè aij, bi è xjb
i àïïðîêñèìèðóåìû

îòíîñèòåëüíî (µt) íà [τ, T ]. Òîãäà ïî ìåðå µτ

b̃i(x, τ) = lim
h→0

1

h

∫
Rd

(yi − xi)µxτ+h(dy), ãij(x, τ) = lim
h→0

1

2h

∫
Rd

(yi − xi)(yj − xj)µxτ+h(dy),

Îòìåòèì, ÷òî êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàëàñü èçìåðèìîñòü ðå-

øåíèé ïî ïàðàìåòðó, îò êîòîðîãî çàâèñÿò êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.

Îïóáëèêîâàííûå, ïðèíÿòûå ê ïóáëèêàöèè è îòïðàâëåííûå â æóðíàë ðà-

áîòû

1. Áîãà÷åâ Â.È., Ð¼êíåð Ì., Øàïîøíèêîâ Ñ.Â. Çàäà÷è Êîëìîãîðîâà îá óðàâíåíè-

ÿõ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ è ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Òåîðèÿ

âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 2023. Ò 68, N 3, Ñ. 420-255.

2. Áîãà÷åâ Â.È., Øàïîøíèêîâ Ñ.Â. Óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà ñ

ïàðàìåòðîì. Äîêëàäû ÐÀÍ. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. 2023.

Ò. 513, Ñ. 20�25.

3. Øàïîøíèêîâ Ñ.Â., Øàòèëîâè÷ Ä.Â. Òåîðåìà Õàñüìèíñêîãî äëÿ óðàâíåíèÿ Êîë-

ìîãîðîâà ñ ÷àñòè÷íî âûðîæäåííîé ìàòðèöåé äèôôóçèè. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè.

2024. (ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè)

4. Áîãà÷åâ Â.È., Ñàëàõîâ Ä.È., Øàïîøíèêîâ Ñ.Â. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà�

Êîëìîãîðîâà ñ íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè ëîêàëüíîãî è íåëîêàëüíîãî âèäà. Àëãåáðà è

Àíàëèç. 2024. (ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè)

5. Bogachev V.I., Shaposhnikov S.V. On reconstruction of coe�cients of Fokker�Planck�

Kolmogorov equations by solutions. 2023. (îòïðàâëåíà â æóðíàë)

Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ, øêîëàõ è ñåìèíàðàõ

1. Ïðèãëàøåííûé äîêëàä ¾Nonlinear Fokker�Planck�Kolmogorov equations¿ íà ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Trends in Partial Di�erential Equations. The conference is

dedicated to the 90 th birthday of outstanding mathematician Vsevolod A. Solonnikov.¿

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 9-10 èþíÿ 2023 ã.

2. Ñåêöèîííûé äîêëàä ¾Çàìåíà êîîðäèíàò â óðàâíåíèè Êîëìîãîðîâà¿ íà âñåðîñ-

ñèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Òðåòüÿ êîíôåðåíöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ Ðîññèè¿ Ìàé-

êîï, 10-15 îêòÿáðÿ 2023 ã.
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3. Ïðèãëàøåííûé äîêëàä ¾Nonlinear Fokker�Planck�Kolmogorov equations¿ íà ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾LSA Winter Meeting in Voronovo - 2023¿ Ìîñêâà, 20-24

íîÿáðÿ 2023ã.

4. Äîêëàä ¾On the superposition principle for probability solutions to Fokker-Planck-

Kolmogorov equations¿ íà ñîâìåñòíîì Êèòàéñêî�Ðóññêîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîëëîêâè-

óìå 5 ìàÿ 2023 ã.

5. Äîêëàä

¾Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà¿

íà ñåìèíàðå ¾Âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé¿ ïîä

ðóêîâîäñòâîì Ðàäêåâè÷à Å.Â., Ñò¼ïèíà Ñ.À., Áîðîâñêèõ À.Â., Ïàëèíà Â.Â. 31 ìàðòà

2023 ã.

6. Ëåêöèÿ ¾Êðèâàÿ Ïåàíî¿ äëÿ øêîëüíèêîâ íà ëåêòîðèè ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî

ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, 10 ìàÿ 2023 ã.

7. Ëåêöèè ¾Òåîðåìà Øàëÿ¿ è ¾Èíâåðñèÿ¿ äëÿ øêîëüíèêîâ íà ëåòíåé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé øêîëå êëàññîâ ïðè ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, 3 èþëÿ 2023 ã.

Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

Ìîñêîâñêèé öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè,

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ðóêîâîäèòåëü íàó÷íîé ãðóïïû.

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Îáÿçàòåëüíûå êóðñû

Êóðñ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, îñåíü 2023 ãîäà, ëåêöèè.

Êóðñ ¾Ôóíêöèîàíàëüíûé àíàëèç¿, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìå-

íè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, âåñíà è îñåíü 2023 ãîäà, ñåìèíàðû.

Êóðñ ¾Äåéñòâèòåëüíûé àíàëèç¿, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, âåñíà 2023 ãîäà, ñåìèíàðû.

Êóðñ ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, âåñíà 2023 ãîäà, ñåìèíàðû.

Êóðñ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâñêèé Óíèâåðñèòåò, âåñíà

2023 ãîäà, ëåêöèè è ñåìèíàðû.

Êóðñ ¾Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ¿, Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâñêèé Óíèâåðñèòåò, îñåíü

2023 ãîäà, ëåêöèè è ñåìèíàðû.

Êóðñ ¾Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè¿, ôàêóëüòåò êîìïüþòåðíûõ íàóê,

ÍÈÓ ÂØÝ, âåñíà 2023 ãîäà, ëåêöèè.

Êóðñ ¾Ââåäåíèå â ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿, ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ÍÈÓ

ÂØÝ, îñåíü 2023 ãîäà, ëåêöèè è ñåìèíàðû.

Êóðñ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç-2¿, ÍÈÓ ÂØÝ � ÐÝØ, îñåíü 2023 ãîäà, ëåêöèè.
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Ñïåöèàëüíûå êóðñû

Êóðñ ¾Ãðóáûå òðàåêòîðèè¿ (ñïåöèàëüíûé êóðñ), ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-

êóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, âåñíà 2023 ãîäà, ëåêöèè è ñåìèíàðû.

Êóðñ ¾Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, âÿçêîñòíûå ðåøåíèÿ¿

(ñïåöèàëüíûé êóðñ), ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,

îñåíü 2023 ãîäà, ëåêöèè è ñåìèíàðû.

Èòîãè òðåõ ëåò

Ñîãëàñíî ïëàíó èññëåäîâàíèé ïëàíèðîâàëîñü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû ïî ñëåäóþùèì

íàïðàâëåíèÿì: ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà, ïðèíöèï ñóïåðïîçè-

öèè äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà, íåëèíåé-

íûå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà. Ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé ïîëó÷å-

íû ñóùåñòâåííûå ïðîäâèæåíèÿ. Îïóáëèêîâàíî 10 ðàáîò â âåäóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

æóðíàëàõ.

Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé Êîë-

ìîãîðîâà, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Çâîíêèíà. Ýòî ïîäõîä ïîçâîëèë ñóùåñòâåí-

íî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî óæå èçâåñòíûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ, îáîñíîâàòü íåðàâåí-

ñòâî Õàðíàêà â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî êîýôôèöèåíòà ñíîñà (÷òî äîëãîå âðåìÿ îñòà-

âàëîñü îòêðûòîé ïðîáëåìîé), èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü èíòåãðèðóåìîñòè ïëîòíîñòè

ðåøåíèÿ îò ñâîéñòâ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû äèôôóçèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-

òàòû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé. Îäíàêî îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ïîëîæèòåëüíîñòè

ïëîòíîñòè ðåøåíèÿ, êîãäà ìàòðèöà äèôôóçèè íåïðåðûâíà ïî Ã¼ëüäåðó, à êîýôôèöè-

åíò ñíîñà ýêñïîíåíöèàëüíî èíòåãðèðóåì îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ. Òðóäíîñòü ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Çâîíêèíà òðåáóåò ðåãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ îòíîñè-

òåëüíî ìåðû Ëåáåãà è íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî â ýòîé ñèòóàöèè.

Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè óñòàíàâëèâàåò ïðè øèðîêèõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû

ñâÿçü ìåæäó âåðîÿòíîñòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà

è ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è. Ñïðàâåäëèâîñòü ïðèíöèïà ñó-

ïåðïîçèöèè çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ íà áåñêîíå÷íîñòè. Îñòàåòñÿ îòêðû-

òûì âîïðîñ î âûïîëíåíèè ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíê-

öèè Ëÿïóíîâà. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ óäàëîñü ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû,

êîòîðûå ôàêòè÷åñêè äàþò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà äèôôóçèè

ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî øàðà. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà íà ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè (ðàíåå

ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü óðàâíåíèÿ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå). Â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíè-

åì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè áûëè ïîñòðîåíû íîâûå ïðèìåðû óðàâíåíèé Ôîêêåðà�

Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ñèìïëåêñîì âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé.
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Èññëåäîâàíû íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà ñ íåëèíåéíû-

ìè ÷ëåíàìè ëîêàëüíîãî è íåëîêàëüíîãî âèäà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-

ñòè ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ê ñòà-

öèîíàðíîìó ðåøåíèþ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ íå ïðåäïîëàãàþò ñòðóêòóð-

íûõ îãðàíè÷åíèé íà âèä óðàâíåíèÿ è ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü êîýôôèöèåíòû, èìå-

þùèå ñóùåñòâåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäî-

âàíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà íåëèíåéíîñòü ïðèñóòñòâóåò íå òîëüêî â

êîýôôèöèåíòå ñíîñà, íî è â ìàòðèöå äèôôóçèè. Êðîìå òîãî, ïëîõî èññëåäîâàíû àíà-

ëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà.


