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Â 2021 ãîäó èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: åäèíñòâåííîñòü âå-

ðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà è ðåãóëÿðíîñòü ðå-

øåíèé äâàæäû äèâåðãåíòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïî ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ïîñòðî-

åí ïðèìåð òàêîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé

äèôôóçèè è áåñêîíå÷íî ãëàäêèì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà, ÷òî çàäà÷à Êîøè èìååò áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé äëÿ êàæäîãî âåðîÿò-

íîñòíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàíåå èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ íà÷àëüíîå

óñëîâèå èìåëî âåñüìà ñïåöèàëüíûé âèä, êîòîðûé ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëñÿ ïðè

ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé. Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó

ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â ðàáîòå [1].

Ïóñòü d ≥ 2. Ïîëîæèì

b(x, y, z) = (B(x), C(y), D(z)) , (1)

ãäå x, y ∈ R, z ∈ Rd−2 è

B(x) = −x− 6ex
2/2, C(y) = −(1 + y2) arctg y +

2y

1 + y2
, D(z) = −z.

Åñëè d = 2, òî êîìïîíåíòà D(z) îòñóòñòâóåò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü b = (B,C,D) ( èëè b = (B,C) â ñëó÷àå d = 2). Òîãäà äëÿ âñÿêîé

âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν çàäà÷à Êîøè

∂t% = ∆%− div
(
b%
)
, %|t=0 = ν.

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàçìåðíîñòè d ≥ 2 äëÿ åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøå-

íèÿ òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ãëîáàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû. Îäíàêî

â îäíîìåðíîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî áåç êàêèõ ëèáî ãëîáàëüíûõ îãðà-

íè÷åíèé íà êîýôôèöèåíò b. Â ðàáîòå [2] â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà R çàäà÷à Êîøè

∂t% = ∂2x%− ∂x
(
b%
)
, %|t=0 = ν.

ñ èçìåðèìûì ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûì êîýôôèöèåíòîì ñíîñà b(x) èìååò íå áîëåå

îäíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé òåîðåìå íåò îãðàíè÷åíèé íà ðîñò b èëè ñïåöèàëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèé î ïîâåäåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñ ó÷åòîì

ïîëó÷åííûõ ðàíåå øèðîêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðå-

øåíèé òåîðåìà 1 è òåîðåìà 2 â ñëó÷àå íåçàâèñÿùåãî îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòà ñíîñà

äàþò îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå èçâåñòíîé ïðîáëåìû À.Í.Êîëìîãîðîâà î åäèíñòâåííî-

ñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé.
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Âìåñòå ñ ïðîáëåìîé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èññëå-

äîâàëàñü åäèíñòâåííîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ. Â [3]

èññëåäîâàíî ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

∂xi∂xj(a
ij%)− ∂xi(bi%) = 0

è ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà äèôôóçèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè,

à êîýôôèöèåíò ñíîñà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåì â ñòåïåíè âûøå ðàçìåðíîñòè, îòíîøå-

íèå äâóõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé âõîäèò â êëàññ Ñîáîëåâà, à ïðè íàëè÷èè ôóíêöèè

Ëÿïóíîâà èëè ãëîáàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ

âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ôóíê-

öèÿ % ìîæåò íå èìåòü ñîáîëåâñêîé ïðîèçâîäíîé. Íàïðèìåð, òàê áóäåò, åñëè b = 0

è A = 1/%, ïðè÷åì % > 0 ã�åëüäåðîâà è íåäèôôåðåíöèðóåìà. Â ïîëó÷åííûõ ðàíåå

ðåçóëüòàòàõ âñåãäà ïðåäïîëàãàëàñü ñîáîëåâîñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû äèôôóçèè è èñ-

ïîëüçîâàëàñü ñîáîëåâîñòü ðåøåíèé. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ

íà íåäàâíèå ðàáîòû Dong H., Kim S. è Escauriaza L., â êîòîðûõ èññëåäîâàëàñü çàäà-

÷à Äèðèõëå äëÿ äâàæäû äèâåðãåíòíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåðåãóëÿðíûìè

êîýôôèöèåíòàìè.

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î íååäèíñòâåííîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∆%− div
(
b%
)

= 0 (2)

ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé âûðîæäàþùåãîñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

div
(
%∇v − av

)
= 0, div a = 0. (3)

Åñëè % � âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) è v � íåîòðèöàòåëüíîå íåïîñòîÿííîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) èç êëàññà L1(% dx), òî ïðàâèëüíî íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ

v% ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñ èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ (3) â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé. Îäíèì èç ñàìûõ

ïðîñòûõ è åñòåñòâåííûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ Ñîáîëåâà W 1,2(µ) ïî ìåðå µ = % dx.

Â [4] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîñòîÿííîãî ðåøåíèÿ èç ýòîãî

êëàññà.

Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

[f, g] =

∫
Rd

〈a,∇f〉g dx.

Ñêàæåì, ÷òî ϕ ∈ W 1,1
loc (Rd) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (H), åñëè

[ϕ, ψ] ≤ C(ϕ)‖∇ψ‖L2(µ) ∀ψ ∈ C∞0 (Rd).

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë ψ → [ϕ, ψ] ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà

íà W 1,2(µ)
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Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ìåðû µ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, òî óðàâíåíèå

div
(
%∇v − av

)
= 0

èìååò íåïîñòîÿííîå ðåøåíèå v ∈ W 1,2(µ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòî-

ðîé ôóíêöèè ϕ ∈ W 1,2(µ) âûïîëíåíî óñëîâèå (H) è [ϕ, ϕ] < 0. Åñëè äîïîëíèòåëüíî

èçâåñòíî, ÷òî ϕ ∈ L∞(Rd), òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå íåïîñòîÿííîå ðåøåíèå v.

Ïîëó÷åí êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) èìååò áåñêîíå÷-

íóþ ðàçìåðíîñòü.

Èññëåäîâàëèñü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé äâàæäû äèâåðãåíòíûõ ýëëèïè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ ãëàäêîñòè è ïîëîæèòåëü-

íîñòè ðåøåíèé, îñíîâàííûé íà ñïåöèàëüíîé çàìåíå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ â òåîðèè

äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Çâîíêèíà. Óäàëîñü ðàñïðî-

ñòðàíèòü íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ðåøåíèé äâàæäû äèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé íà

ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò ñíîñà ëèøü èíòåãðèðóåì, à ìàòðèöà äèôôóçèè óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè â ñðåäíåì. Èçâåñòíî, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ìàòðèöû äèôôóçèè

íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé. Èññëåäîâàíà çàâèñè-

ìîñòü èíòåãðèðóåìîñòè ðåøåíèÿ îò âèäà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû äèôôó-

çèè. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ óäàëîñü ñóùåñòâåííî îáîáùèòü èçâåñòíûå

òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êîëìî-

ãîðîâà íà ñëó÷àé, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû äèôôóçèè ïðèíàäëåæàò êëàññó VMO.

Èçó÷åíà ñâÿçü ïîñòðîåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè äèôôóçèîí-

íûõ ïðîöåññîâ. Ïîäãîòîâëåíà ê ïóáëèêàöèè ñòàòüÿ.
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