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1 Уравнение Кортевега–де Фриза

Солитон Рассела. Вывод уравнения КдФ. Быстроубывающие решения в виде бе-
гущей волны. Цепочка Ферми–Паста–Улама. Непрерывные пределы к уравнениям
Буссинеска и КдФ. Законы сохранения. Преобразование Миуры. Модифицирован-
ное уравнение КдФ. Формальное решение уравнения Риккати (обращение преобра-
зования Миуры). Производящая функция для законов сохранения.

1.1 Семинар. Дифференциальная алгебра

Формализация вычислений. Оператор полной производной, эволюционное диффе-
ренцирование, вариационная производная (оператор Эйлера). Алгоритм интегриро-
вания по частям. Вычисление плотностей для уравнения КдФ. Рекуррентные фор-
мулы. Реализация в системе компьютерной алгебры.

2 Вспомогательная линейная задача для уравнения КдФ

Линеаризация преобразования Миуры. Представление нулевой кривизны. Пред-
ставление Лакса. Общее определение и дальнейшие примеры: вторая веществен-
ная форма уравнения мКдФ, уравнения sin– и sinh–Гордон, нелинейное уравнение
Шрёдингера, цепочка Тоды.

2.1 Семинар. Законы сохранения для однородных полиномиаль-
ных уравнений

Вычисления для заданного уравнения. Генерация однородных многочленов. При-
ведение эквивалентных членов. Метод неопределённых коэффициентов. Примеры:
уравнения Бюргерса, КдФ, мКдФ, pot-мКдФ.

3 Метод обратной задачи рассеяния для уравнения КдФ

Оператор Шрёдингера с быстроубывающими потенциалами. Решения Йоста. Мат-
рица рассеяния. Спектральные данные. Эволюция по времени. Задача восстановле-
ния потенциала. Интегральное уравнение Гельфанда–Левитана–Марченко. Постро-
ение N -солитонного решения.

3.1 Семинар. Взаимодействие солитонов уравнения КдФ

Изменение амплитуды и сдвиг фазы при столкновении солитонов. Отсутствие трой-
ного взаимодействия. Асимптотика N -солитонного решения. Примеры решений с
полюсными особенностями. Тригонометрические и рациональные решения.
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4 Высшие симметрии уравнения КдФ

Иерархия уравнения КдФ. Коммутативность потоков. Вычисление симметрий при
помощи оператора рекурсии и при помощи формального решения уравнения Рик-
кати.

Другие примеры: уравнение мКдФ и sin–Гордон.

4.1 Семинар. Поиск интегрируемых полиномиальных уравнений

Применение метода неопределённых коэффициентов. Вычисления для различных
показателей однородности. Новые примеры уравнений 5-го порядка. Уравнение Ди-
ма.

5 Гамильтонова структура уравнения КдФ

Функционалы. Уравнения Эйлера–Лагранжа. Вариационные симметрии. Теорема
Нётер. Вариационная формулировка для иерархии КдФ.

Скобки Пуассона для функционалов. Гамильтоновые дифференциальные опе-
раторы. Две гамильтоновы структуры для уравнения КдФ и их согласованность.
Схема Ленарда–Магри.

5.1 Семинар. Конечнозонные решения уравнения КдФ

Кноидальная волна. Уравнения Новикова. Уравнения Дубровина. Преобразование
Абеля.

6 Линеаризуемые и явно решаемые уравнения

Уравнения Хопфа, Бюргерса, Ибрагимова–Шабата, Лиувилля. Каскадный метод
Лапласа для линейных гиперболических уравнений. Инварианты Лапласа и дву-
мерная цепочка Тоды.

6.1 Семинар. Уравнение Бюргерса и комбинаторика

Производящая функция для иерархии Бюргерса. Рекуррентные соотношения и яв-
ные формулы для многочленов Белла. Разбиения множеств. Алгоритм перечисле-
ния разбиений. Комбинаторная интерпретация многочленов Белла и рекуррентных
соотношений. Числа Стирлинга второго рода, числа Белла. Уравнение КдФ и числа
Каталана.

7 Замены переменных

Точечные преобразования, контактные преобразования, дифференциальные под-
становки. Правила преобразований операторов дифференцирования. Продолжение
преобразований на старшие производные. Проблема эквивалентности.
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Однопараметрические группы преобразований. Группы и алгебры Ли преобра-
зований. Дифференциальные инварианты.

7.1 Семинар. Примеры

Переход к полярным координатам, преобразование годографа, преобразование Ле-
жандра, введение потенциала, преобразование Миуры. Эквивалентность уравнений
Дима и КдФ.

Группы вращений, растяжений, сдвигов, дробно-линейных преобразований. Про-
изводная Шварца.

8 Групповой анализ дифференциальных уравнений

Уравнения, инвариантные относительно группы преобразований. Классические сим-
метрии. Групповой анализ уравнения КдФ. Автомодельные решения. Трансценден-
ты Пенлеве I, II.

Нелокальные высшие симметрии уравнения КдФ. Мастер-симметрии. Представ-
ление нулевой кривизны с переменным спектральным параметром.

8.1 Семинар. Вычисление алгебры классических симметрий для
заданного уравнения

Групповой анализ уравнений теплопроводности, Лапласа, теплопроводности, мКдФ,
sine–Гордон. Автомодельные решения.

Бесконечномерность алгебры классических симметрий и линеаризуемость. Урав-
нения Бюргерса и Лиувилля. Линеаризующие подстановки.

9 Преобразование Дарбу для оператора Шрёдингера

Преобразование Дарбу как композиция преобразований Миуры. Одевающая цепоч-
ка. Коммутативность преобразований Дарбу, формула нелинейной суперпозиции.
Добавление собственных значений. Безотражательные потенциалы Баргманна.

Преобразование Бэклунда для уравнения КдФ. Коммутативность с потоками
КдФ. Второй способ построения N -солитонного решения уравнения КдФ.

9.1 Семинар. Дифференциальные подстановки

Башня дифференциальных подстановок для уравнений типа КдФ.
Контр-пример: уравнение Кричевера–Новикова.

10 Точнорешаемые потенциалы из квантовой механики

Операторы рождения и уничтожения. Метод факторизации Инфельда и Халла.
Потенциалы гармонического осциллятора, Кеплера, Розена, Морзе и др.. Удаление
собственных значений.
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10.1 Семинар. Замыкания одевающей цепочки

Периодическое замыкание. Конечнозонные операторы по Веселову–Шабату. Экви-
валентность уравнениям Новикова и Дубровина.

Квази-периодическое замыкание. Трансценденты Пенлеве IV, V.
Замыкание по группе растяжений. Потенциал Шабата.

11 Уравнения Лакса на алгебрах Ли

Общая схема. Разбиения на подалгебры. Скобка Ли–Пуассона. ad-инвариантные
функции. Интегрируемые иерархии. Коммутативность потоков.

Основной пример: алгебра петель s̃l2. Нелинейное уравнение Шрёдингера, маг-
нетика Гайзенберга и КдФ. Преобразования Бэклунда.

11.1 Семинар. Частные решения НУШ

Две вещественные формы НУШ. Солитон огибающей. Солитон на пьедестале. Ана-
лиз двухсолитонных решений. Бризер. Солитоны с одинаковыми скоростями. Глад-
кие рациональные решения.

12 Уравнения Лакса на алгебре Ли псевдодифференци-
альных операторов

Умножение и обращение формальных рядов по степеням дифференцирования D.
Тело ПДО. Теорема о вычете. Операция извлечения корня. Приложения в задаче
о коммутирующих ДО. Иерархия уравнения Кадомцева–Петвиашвили. Редукции к
двумерным уравнениям, в частности, к уравнениям КдФ и Буссинеска.

12.1 Семинар. Псевдоразностные операторы

Дискретный вариант, формальные ряды по степеням оператора сдвига T . Невоз-
можность извлечения корня. Дискретизация уравнения КП. Редукции. Цепочки
Вольтерра и Богоявленского.

13 Обзор интегрируемых систем

Наиболее изученные классы интегрируемых уравнений. Что осталось за рамками
курса. Бездисперсионные уравнения. Дискретные уравнения. Задачи многих тел.
Неабелевы уравнения. Взаимосвязи между различными типами уравнений. Прило-
жения.

13.1 Семинар. Задача классификации интегрируемых уравнений

Тесты на интегрируемость. Тест Пенлеве. Симметрийный подход. Условия суще-
ствования формальной симметрии.
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